Sistemas simbolicos minimales:
sustitucion y otros.
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1. Introduccion.

La rama de los sistemas dinamicos tiene su origen en el estudio de fenémenos
fisicos como el movimiento de planetas o el movimiento de particulas de un
gas. Estos fendémenos tienen en comtn el evolucionar a través del tiempo,
lo que en matematica se puede representar por medio de un espacio X, el
conjunto de todos los estados que el sistema puede alcanzar, y de una funcion
T : X — X, la regla que sigue el sistema para pasar de un estado a otro.
Por ejemplo, si quisieramos modelar el movimiento de la Tierra en torno al
sol, X seria el conjunto de todas las posiciones admisibles de la Tierra, y
T : X — X serfa la funcién definida de manera que 7'(x) indique la posicién
de la Tierra en el tiempo t = 1 si en el tiempo ¢t = 0 la Tierra estaba
en la posicién x. Este es un modelo simplificado de la realidad, pues entre
otras cosas, hemos discretizado el tiempo. Podemos simplificarlo aun mas
discretizando el espacio X mediante una particién finita {Xo, -+, Xn_1}.
Entonces, en lugar de guardar la posicion exacta de la Tierra en el tiempo
t = n, guardamos el simbolo i € {0,--- , N — 1} que indica que en el tiempo
t = n la posiciéon de la Tierra estaba en el conjunto X;. De esta forma, a
cada punto x € X le asignamos una sucesion ¢(z) = (z,),>0 de simbolos en
{0,-+- , N — 1}, que hemos definido de manera que

r, =1 siysélosi T"(z)e€ X;.

La sucesién ¢(T'(z)) resulta ser igual a la sucesién ¢(x) desplazada un lugar
hacia la izquierda. Esto lo podemos escribir como ¢(T'(x)) = o(¢(x)), donde
o es la funcién que a la sucesion (x,,)nen le asigna la sucesion (2,,41)n>o0-

El espacio p(X) C {0,---,N — 1} equipado con la funcién o : p(X) —
©(X) es una versién simplificada del sistema dado por X y la funcién T'. Es
muy probable que este sistema contenga menos informacién que el original,
pero tal vez esta sea suficiente para lo que deseamos estudiar. Esta idea fue
aplicada en 1898 por Jaques Hadamard [4] al estudio de flujos geodésicos
sobre superficies de curvatura negativa, y fue lo que di6 inicio a la dinamica
simbdlica.

1.1. Conceptos basicos.

Nos referiremos como sistema dindmico a un par (X,7'), donde X es un con-
junto que llamaremos espacio de fase y T : X — X es una funcién. Para



estudiar el sistema dindmico (X,7T) es util dotar a X y a T de cierta estruc-
tura. En este curso supondremos que X es un espacio métrico compacto y
que T es una funcién continua. Un sistema dindmico con estas caracteristicas
se conoce como sistema dindmico topologico.

Los sistemas dindmicos que estudiaremos en este curso son minimales (ex-
cepto los del ultimo capitulo). Un sistema dindmico topolégico (X,T) es
minimal si el Unico subconjnto de X que es cerrado, T-invariante y no
vacio es X. Esta propiedad es equivalente a que para todo x € X su orbita
or(z) ={T"(z) : n >0} es densa en X.

Una medida de probabilidad invariante de (X,T) es una medida p defini-
da sobre la sigma-algebra de Borel de X que verifica u(X) = 1y pu(A) =
u(T71(A)) para todo A C X en la sigma-dlgebra de Borel de X. Todo sis-
tema dindmico topoldgico (X, T') posee al menos una medida de probabilidad
invariante, lo que permite estudiar estos sistemas no sélo desde el punto de
vista topoldgico sino que también en medida.

En este curso estudiaremos algunos aspectos de ciertos sistemas dinamicos
topologicos cuyo espacio de fase es un espacio simbodlico con la dindamica
definida por la funcién shift.

1.2. Espacios simbdlicos.

Un alfabeto es un conjunto finito de simbolos ¥ que contiene al menos dos
elementos distintos. Por ejemplo, ¥ = {0, 1} es un alfabeto.
El espacio de las sucesiones infinitas de simbolos sobre ¥ es el conjunto

SN = {(2,)ns0 : 7, € %, para todo n > 0}.

De igual forma se define el conjunto de las sucesiones bi-infinitas de simbolos
sobre Y como

Y% = {(xn)nez : T, € B, para todo n € Z}.

Observacion 1 Por comodidad, a partir de ahora restringiremos nuestro
estudio al espacio Y*. Hay que notar que esto no afectard la generalidad de
los resultados, pues la mayoria de las propiedades de X% pueden facilmente
extenderse a XN,

Sean = = (T,)nez € Y = (Yn)nez dos elementos de $2. Se define la distancia
entre x e y como

d(z,y) = 2~ min{lnlnez tal que @y}



Ejercicio 1 Probar que d es una métrica.

Segun la métrica d, la distancia entre x e y es pequena si en torno a la
coordenada 0, las sucesiones x e y coinciden a la derecha como a la izquier-
da hasta una coordenada suficientemente grande. La distancia maxima que
puede haber entre x e y es 1, y esto ocurre cuando x e y difieren en la
coordenada 0.

Consideraremos a ¥% equipado con la topologia generada por la métrica d.

Una palabra de largo k > 0 sobre ¥ es una concatenacién w = wy - - - wg_1 de
k stmbolos de X. Por ejemplo, si ¥ = {0,1} y k£ = 4 entonces w = 0110 es
una palabra de largo k sobre X. Si w = wy - - - wg_1 es una palabra sobre 3,
denotamos por |w| su largo. Si 0 < i < j < k — 1, entonces wy; ;) representa
a la palabra w; - - -w; y wy ;) a la palabra w; - - - w;_1.

Sea i € Z y sea w = wy - - - w,_1 una palabra sobre Y. El cilindro que fija
todas las coordenadas entre la coordenada ¢ y la coordenada 2+ k — 1 con la
palabra w es el conjunto

[w]; = {(2)nez € X : 2445 = w, para todo 0 < s < k — 1}

Por ejemplo, si ¥ = {0,1}, ¢ = 0 y w = 0, entonces [w]; es el conjunto de
todas las sucesiones bi-infinitas de 0’s y 1’s que empiezan con un 0.

Los cilindros son conjuntos abiertos y cerrados. Ademas, son una base de la
topologia de X7Z.

Ejercicio 2 Probar que los cilindros son abiertos y cerrados, y que forman
una base de la topologia de Y.7.

La topologia de ¥Z definida por la métrica d coincide con la topologia pro-
ducto cuando X estd equipado con la topologia discreta . A partir de esto
es facil deducir que ¥% es compacto, pues ¥ es compacto y el producto de
compactos es compacto. Mas aun, Y% es un conjunto de Cantor, pues su
topologia posee una base numerable de conjuntos abiertos cerrados (basta
tomar los cilindros de la forma [w];, con i < 0y |w| = 2[i] + 1) y no posee
puntos aislados (un cilindro contiene el menos dos elementos).

Definicién 1 Un espacio simbdlico es un subconjunto cerrado X de ¥*. Un
sistema dindmico simbdlico es un sistema dindmico topoldgico (X, T) tal que
X es un espacto simbalico.



1.3. Subshifts.

Por lo discutido al inicio de la Seccién 1, es natural definir sobre % la
transformacién o que a cada sucesion x le entrega x trasladada un lugar hacia
la izquierda. Esta transformacion se conoce como funcion shift y esta definida
por

U((xn)nEZ) = ($n+1)nEZ para tOdO (mn)%z € EZ-

Claramente, o es biyectiva y su inversa es la funcién que traslada cada suce-

si6n un lugar hacia la derecha. Por ejemplo, si ¥ = {0,1}2 y 2 = ---00.100 - - -
es la sucesién que contiene soélo ceros excepto en la coordenada cero, entonces
o(z)=---001.00--- y o~ !(z) =---0.0100-- - .

Observacién 2 La funcién shift también puede definirse sobre . Sin em-
bargo, en este caso ya no es invertible pues una sucesion tiene tantas pre
imagenes como elementos hay en 3.

Ejercicio 3 Probar que o : X% — X2 es un homeomorfismo.

Al ser o una funcién continua, (X%, o) es un sistema dindmico simbélico. Este
sistema se conoce como full-shift.

Definicién 2 Un subshift es un subconjunto cerrado X C %7 tal que o(X) =
X.

Si X C %7 es un subshift, entonces (X, o|x) es un sistema dindmico simboli-
co. Estos sistemas dinamicos simbdlicos se conocen igualmente como sub-
shifts. De la definicion anterior se deduce que el full-shift es un subshift.

Ejercicio 4 Seax € XZ. Probar que el conjunto X = o,(z) = {o™(x) : n > 0}
es un subshift.

Los subshifts constituyen una de las clase mas importantes de sistemas
dinamicos simbdlicos. El objetivo de este curso es estudiar algunos ejemplos
de aquellos de tipo minimal.



2. Subshifts de sustitucion.

Una de las formas més simples de construir sistemas simbdlicos minimales
interesantes es por medio de sustituciones. La exposicion de este capitulo
estd basada principalmente en [6]. Otra referencia conocida es [8].

Sea > un alfabeto. Denotamos por ¥* al conjunto de todas las palabras sobre
Y. Sean u y v dos elementos de ¥*. Se dice que u aparece en v (se escribe
u <), siexiste 1 <j<mtal que j+ |ul —1<myu=uvppu-1-

Definicién 3 Una sustitucion sobre ¥ es una funcion w : % — X*.

Observar que una sustitucién w sobre ¥ se puede extender a ¥* por con-
catenacién de la manera siguiente: si v = wuy ---u, € X* entonces w(u) =
w(uy) -+ w(uy,). De esta forma, w también se extiende a X% definiendo

w(z) = w(r_g)w(r_1).w(z)w(z))w(zs) - -, paratodo = (z,)nez € X7

La matriz de sustitucion asociada a w es la matriz cuadrada |X|-dimensional
M, definida por

M, (a,b) = numero de veces que b aparace en w(a),
para todo a,b € X.

Ejercicio 5 Sea n un enetro positivo. Probar que la matriz asociada a la
sustitucion w™ es M".

La sustitucion w es primitiva si existe n > 0 tal que para todo a,b € X se
tiene b < w™(a). Es facil ver que la sustitucién w es primitiva si y sélo si la
matriz M, es primitiva, es decir, si existe n > 0 tal que M > 0.

Ejemplos: ¥ = {0,1}

1. Sustitucion de Feigenbaum

0 — 11 0 2
u’{1—>10 M“’(l 1>
2. Sustitucion de Fibonacci
0 — 1 01
u’{1—>10 M“’(l 1>



3. Sustitucién de Morse.

0 — 01 1 1
uJ:{1—>10 M‘”:(11)
4. Sustitucién de Cantor
0 — 010 2 1
“:{1—>111 Mw:(o 3)

Entre estos ejemplos, la tnica sustitucién no primitiva es la de Cantor.

El lenguaje de la sustitucién w es el conjunto L, que contiene todas las
palabras u € ¥* para las que existen a € ¥ y n > 0 tales que u < w"(a).

El subshift asociado a w es el conjunto X, de todas las sucesiones (z,,)nez €
Y7 tales que para todo n € Z y todo i > 0 la palabra x,, - - - Z,,4; estd en L.

Ejercicio 6 Sea w una sustitucion primitiva. Probar que L, = Ly, para
todo n > 0.

Ejercicio 7 Probar que X, es un subshift, es decir, que X, es cerrado e
muvariante por o.

Ejercicio 8 Probar que para todo x € X, la sucesion w(x) estd en X,,.

El sistema dindmico (X, 0|y,) se conoce como subshift de sustitucidn aso-
ciado a w.

2.1. Puntos periédicos de la sustitucion.

Una sucesién o € X% es un punto periddico de la sustitucién w si existe n > 0
tal que w"(x) = x.

Proposicion 3 Toda sustitucion w sobre X posee un punto periddico xy €
X,.

Dem. Sea w una sustitucién sobre ¥, y sea ab € L,. Como el conjunto de
palabras de largo 2 sobre X es finito, existen 0 < n < m, ag y by en X tales
que by es la primera letra de w™(b) y w™(b), y ag es la tdltima letra de w™(a)
y w™(a). Ya que ab € L, entonces agby también estd en L,. Sik=m —n
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entonces para todo n > 0, w*"(by) comienza con la palabra w*™=1 (b)) y
w*™(ag) termina con la palabra w*™ Y (ag). Esto implica que los conjuntos
Ch = [ (ag)w*™ ()] _|wkn (ag) Verifican Cyi1 C C,. Esta propiedad més la
compacidad de estos conjuntos aseguran la existencia de un elemento xy €
.0 Cn, que ademas es tinico pues el didmetro de los conjuntos C,, converge
a 0 con n. Debido a que w*(x() estd también en la interseccién, se deduce
que w(zg) = 0.

Para toda palabra u de zg existe n > 0 tal que u < w*™(apby). Ademds, existe
m > 0y c € X tal que aghy < w™(c). Luego, la palabra u aparece en w™"(c),
lo que muestra que zy € X,,. ]

Ejercicio 9 Sea w una sustitucion primitiva y sea v € X,, un punto periodico
de w. Probar que para toda v € L, existe n > 0 tal que Ty, -+ Tpypuj—1 = U.

Deduzca que X, = 0,(x).

Observacién 4 Del Ejercicio 6 se deduce que para una sustitucion primitiva
w se tiene X, = X » para todo n > 0. Esto nos permite suponer sin pérdida
de generalidad que un punto periédico x de w es un punto fijo, es decir,
w(r) = x.

2.2. Minimalidad.

En lo que sigue usaremos el siguiente resultado de dlgebra lineal.

Teorema 5 (Teorema de Perron-Frobenius) Sea M wuna matriz primitiva.
Existe un valor propio positivo X de M y un vector propio positivo v de M
asociado a A\ tal que:

1. Cualquier otro vector propio asociado a \ es un maultiplo de v.
2. Sip es un valor propio de M distinto de A\ entonces X\ > |p|.

3. Siu es un vector propio izquierdo de M asociado a X tal que < u,v >,
entonces e
lim — =1L
n—oo A" ’

donde L =vU - 4.

El valor propio A se conoce como radio espectral de M.



Sea w : ¥ — X* una sustitucién. Definimos
lw| = min{|w(a)| :a € B}y ||w|| = max{|w(a)| : a € 3}.

Proposiciéon 6 Sea w una sustitucion primitiva sobre ¥ y sea \ el radio
espectral de M,,. Entonces existen 0 < oy < «y tales que para todo k > 0,

o\ < W] < Wk < ap AR

Dem. Sea v > 0 un vector propio de la matriz M, asociado a \. Sean t =
min{v, : a € £} y s = max{v, : a € X}.
Para todo a € X se tiene

De igual forma se obtiene que

AR <> M(a,b).

be¥

Definiendo ag = t/s y a1 = s/t se deduce que

ap\F < ZMf(a,b) < a W\,

be¥

A partir de que para todo a € X, [w¥(a)| = 3,5y M*(a,b), se concluye la
proposicion. Il

Proposicién 7 Sea x € X% un punto periddico de una sustitucion primitiva
w. Entonces existe una constante L > 0 tal que toda palabra w de x aparece
en toda palabra v de x con |v| > L|u|.

Dem. Sea \ el radio espectral de M. Como w es primitiva, existe un entero
g > 0 tal que toda palabra de largo dos de z aparece en w?(xy), y existe un
entero s > 0 tal que xy aparece en w®(a), para todo a € X.

Definimos L = 2\ /oy, donde ag y ay son las constantes de la Proposi-
cién 6.

Sea u una palabra de z. Existe un tnico k > 0 tal que [w*!| < |u| < |w
Sean my = 2||w*T4**|| y v una palabra de largo mg de z. Debido a que x
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es un punto periddico de w (podemos suponer que es fijo) y que el largo de
u estd acotado superiormente por |wk|, existe i € Z tal que u aparece en
wk(2;2541). Luego, para todo a € ¥

u < Wit (zg) < W (a).

Por otro lado, el largo de v implica que existe i € Z tal que w* 4% (z;) < v,
lo que muestra que u < v.
Finalmente, de la desigualdad

Liu| > 227+ 2L h=1) > g atstly AR=1 > o) atsth || =
«

se deduce que u aparece en todas las palabras de largo mayor o igual que
Liu| de x. O

Una sucesién z € Y% es uniformemente recurrente si para toda palabra u
de z existe R > 0 tal que u < v, para toda palabra v de x con |v| > R.
Una sucesién z € Y% es linealmente recurrente si existe L > 0 tal que toda,
palabra u de x aparece en toda palabra de z de largo L|u|. Claramente,
toda sucesién linealmente recurrente es uniformemente recurrente, no asi al
revés. La Proposicién 7 implica que los puntos periédicos de una sustitucion
primitiva son linealmente recurrentes.

Proposicién 8 Sea v € Y%. Entonces x es uniformemente recurrente si y
sélo si o,(x) es minimal.

Dem. Supongamos que = € Y% no es uniformemente recurrente. Luego, existe
una palabra u de x y una sucesién creciente de enteros positivos (m,,),>o tal
que para todo n > 0, existe una palabra v,, de x de largo m,, que no contiene a
u. Esto implica la existencia de un punto y € o, () cuya érbita no intersecta
al cilindro [u]y, lo que muestra que o, (x) no es minimal.

Supongamos que o, (x) no es minimal. Luego, existe y € o,(x) y una palabra
u de z tal que o, (y) N [u]p = 0. Por otro lado, para todo n > 0 existe m,, > 0
tal que y_nn = 0" (2)[—nn- Esto implica que u no aparace en la palabra
L[ ptmmntmn]s 10 que muestra que x no es uniformemente recurrente. O

Corolario 1 Sea w una sustitucion primitiva. El sistema dindmico (X, o)
es minimal.
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Dem. De las Proposiciones 7 y 8 se deduce que si x es un punto periédico
de la sustitucién entonces o,(x) es minimal. Del Ejercicio 9 concluimos que
(Xy,0) es minimal. O

Para todo subshift X C Y% y para todo n > 0 se define £,(X) como el
conjunto de palabras de largo n de las sucesiones en X. La entropia topologica
del subshift es igual al limite siguiente:

hiop(X,0) = lim M.

n—o00 n

El nimero ht,,(X) es no negativo y finito. Si w es una sustitucién primitiva
entonces la Proposicién 7 implica que existe L > 0 tal que para todo n > 0,

|L,(XL)| < nL.
De esto se deduce que

htﬂp(Xw;U) = lim M

n—oo n

=0.

Los subshifts de sustitucién son entonces subshifts de entropia topolédgica
nula.

2.3. Frecuencias.

Definicién 4 Sea X C %% un subshift. Se dice que (X, ) es estrictamente
ergodico si para toda palabra u € L(X) existe un numero positivo i, tal que
para todo x € X,
X n)lu
lim —| o = lly.

n—oo n

Cuando p, existe se llama frecuencia de u.

La 6rbita de un punto de un subshift estrictamente ergédico intersecta todo
cilindro, por lo tanto, es densa. Esto implica que los subshifts estrictamente
ergédicos son minimles. Sin embargo, no todo subshift minimal es estricta-
mente ergddico.

Del Teorema Ergddico (ver por ejemplo [9]) se deduce que los subshifts es-
trictamente ergddicos son unicamente ergddicos, es decir, poseen una tnica
medida de probabilidad invariante. Esta tinica medida p esta completamente
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determinada por los valores que toma en los cilindros, y estos estan dados
por
w([u);) = pu, para todo u € L(X) y todo i € Z.

Reciprocamente, todo subshift unicamente ergédico y minimal es estricta-
mente ergddico.

En lo que sigue siempre supondremos que w es una sutitucién primitiva sobre
Y, y probaremos que (X, o) es estrictamente ergddico.

Sea A el radio espectral de M,,, u el vector propio izquierdo de M, cuyas
coordenadas suman 1 y ¢ en vector propio derecho de M, asociado a A tal
que < U,u >= 1.

Proposicion 9 Para todo x € X,, y todo b € 3,

; x 0,n
lim Zon) Up.
n—oo n

Dem. Por el Teorema de Perron-Frobenius, para todo a,b € X se tiene

k Mk b
Jim F = i S <,
k MF(a,b
Jim 5 = i S <,
bex
lo que implica
k
lim ™ {a)ly = Up.

n—oo |wk(a)]
Luego, dado € > 0, existe £ > 0 tal que para todo a,b € X
[w*(a)|(i@, — ) < [wH(a)ly < W (a)|(T@ +¢). (2.1)

Sea n > 0. Existe m > 0y a € ¥ tal que zp,,) < w™(a). Tomando
2" = wk(a) tenemos que [y, < wF(2). Si 2™ = 2+ - - z,_1, entonces 2™ se
puede escoger de manera que

wk(y(”)) =< T < wk(z(")),

donde y™ = z; -+ z,_5. Ya que 0 < |w*(z(™)| — [w*(y™)] < 2||w*]|, cuando
n — oo y k esta fijo, |w*(2™)|/n y |wF(y™)|/n tienden a 1. Esto implica que
para n suficientemente grande,

W (M1 —e) <n < W) +e). (2.2)

12



Por otro lado, de la ecuacion (2.1) se obtiene que

[ ()@ —e) < ")y < lzomls < W (™)) < ' ™)@ +e). (2.3)

Combinando (2.2) y (2.3) tenemos que

Uy — € T Uy + €
b §| [o,n)|bS pte
1+e¢ n 1—¢

Como esto es cierto para todo € > 0, deducimos que

T
lim —| [0’n)|b = Up.
n—oo n

0

Para calcular la frecuencia de las palabras de largo 2 consideramos un nuevo
alfabeto Yo = L£5(X,), y definimos una sustitucion ws sobre Yo como

wa(ab) = w(ab)pyw(ab)i,g - - w(ab)w() -1,wa)]-

Esta nueva sustitucion también es primitiva.
Se define la funcién ¢ : X, — 3% como

p(x) = - (z-20-1)(x120).(To11) (2172) (T23) - - - -

Ejercicio 10 Probar que ¢ es continua, inyectiva, ¢ o w = wy O Y Y que
poog=acgoyp.

La continuidad de ¢ implica que p(X,) C X% es un subshift minimal. Por
otro lado, los elementos de ¢(X,) estdn en X, lo que implica que X, = X,.
Aplicando la Proposicion 9 a ws se prueba que las frecuencias de las palabras
de largo 2 de X, existen. Construyendo el alfabeto ¥, = £,(X,,), de manera
analoga al caso p = 2 se prueba que las frecuencias de las palabras de largo
p existen. Podemos entonces enunciar el siguiente teorema.

Teorema 10 El subshift (X,,0) es estrictamente ergddico.
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3. Subshifts Sturmianos.

Sea a € [0,1] y St el circulo unitario. Se define la rotacién en dngulo 2ma
como la funcién R, : ST — S tal que R,(2) = exp(2ira)z para todo z € S'.
Si representamos S! por el intervalo [0, 1), entonces r,(z) = (x + «) mod 1,
para todo x € [0, 1).

Ejercicio 11 El sistema (S*, R,) es minimal si y sélo si a es irracional.
Sea a € [0,1] \ Q. Definimos V5 =[0,1 —«a), V1 =[1 —a, 1),y

Vo = {Vo, "}
Sean >0y V"= {R"(Vy), R;"(V1)}. El refinamiento de V2, --- V! es

la coleccién
n—1
VI = \/ VE={Agn AN NA, 1 A €VEVO<E<n—1}

k=0

Ejercicio 12 Probar que Vo' estd formada por n + 1 intervalos cuyos
puntos de corte son {0, R;(0), -+, R;"(0)}.

«

Un itinerario de un punto z € [0,1) es una sucesién (z,),>0 € {0, 1} tal
que para todo n > 0,

— 0 siRlNz)e Wy
" 11 siRMx)eW
Los puntos que estan en la érbita de 1 — « tienen dos itinerarios. El resto de

los puntos sélo tiene uno. Llamamos I(x) al conjunto de itinerarios de x, y
X, al subconjunto de {0, 1} de todos los itinerarios de puntos de [0, 1).

Ejercicio 13 Probar que X, es un subshift.

Si x e y son tales que I(x) N I(y) # 0, entonces z e y pertenecen al mismo
conjunto de V%" para todo n > 0. Luego, # = y. Esto permite definir una
funcién ¢ : X, — [0,1) como

©((xn)n>0) = x siy sblo si(x,)n>0 € I(x).

Esta funcion es sobreyectiva, y es inyectiva salvo en los puntos cuya imégen
estd en la Orbita de 1 — a. Ademas es continua y verifica p oo = R, o ¢.
Todas estas propiedades de ¢ hacen de (X,,0) una eztension simbdlica de

(SY, R,), v a (S, Ry) un factor de (X,,0).
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Definicién 5 (X,,0) es el subshift Sturmiano asociado a a.

Hay una biyeccién entre £,,(X,) y los elementos de la coleccién VO~ En
efecto, al conjunto (no vacio) V;,NR~*(V;,)N---NR**(V;, _,) le corresponde la
palabra ig---i,_1 € L,(X,). Reciprocamente, si u = ug, -+ ,u,_1 € L,(X4)
entonces V,,, "R~ (V,,,)N---NRY(V,,_,) es un conjunto no vacio de V1.

Proposicién 11 (X,,0) es estrictamente ergddico y tiene entropia topoldgi-
ca nula.

Dem. Un subshift Sturmiano tiene n + 1 palabras de largo n. Esto implica
que su entropia topoldgica es igual a 0.

La estricta ergodicidad de (X,, o) se deduce de la estricta ergodicidad de
(S, 5,). 0

4. Subshifts de Toeplitz.

La clase de los subshifts de Toeplitz es una clase bastante rica de sistemas
dinamicos, donde podemos encontrar sistemas con cualquier conjunto de me-
didas de probabilidad dado y con muchos valores de entropia posibles.

Las sucesiones de Toeplitz fueron introducidas en sistemas dindmicos por Ja-
cobs y Keane en [5]. Desde entonces, los subshifts generados por estas suce-
siones han sido estudiados extensivamente y han sido usados para proveer
una serie de ejemplos con interesantes propiedades dindmicas (ver por ejem-

plo 1], [2], [3], [10]).

4.1. Sucesiones de Toeplitz.

Sea Y un alfabeto. Una sucesién x = (2, )nez € X% es de Toeplitz si
Vn € Z, 3m > 0 tal que x, = p1xm Vk € Z.

Es decir, una sucesion es Toeplitz si para cada coordenada existe un periodo.
Las sucesiones periddicas con respecto a la funcién shift son trivialmente de
Toeplitz. Los puntos fijos de las sustituciones de largo constante y propias
son de Toeplitz.
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Ejemplo: Sea ¥ = {0, 1} y sea w la sustitucién sobre ¥ definida por

(0 — 100
“T11 — 110

El dnico punto = en la interseccién [),5q[w"(0).w"(1)] 32 es una sucesién de
Toeplitz. Cada coordenada de x es periddica con algin periodo del conjunto
{3":n > 0}.

Para p > 0 entero y a € ¥ definimos

Pery(z,a) ={n € Z: v, = Tpirp = a, Yk € Z} y Pery(z) = U Per,y(z,a).

a€y

Se dice que p es un periodo de x si Per,(z) # (). Un periodo p de z es esencial
si Pery(z) C Pery(x) implica que ¢ es un multiplo de p.

Lema 12 Sea x € X% una sucesion de Toeplitz y sea n € Z. Entonces p =
min{s > 0:n € Pery(z)} es un periodo esencial de = tal que n € Per,(x).

Dem. Si p no es un periodo esencial, entonces existe un periodo ¢ de x tal
que ¢ =kp+r, para algin k > 0y 1 <r < p, y tal que Per,(z) C Per,(z).
Pero esto implica que n € Per,(z), lo que contradice la eleccién de p. O

Definicién 6 Sea x € X% un sucesion de Teoplitz. Una sucesion creciente
de enteros positivos (pn)n>o0 € una estructura de periodos de x si verifica las
siguiente condiciones:

1. p, divide a ppy1, para todo n > 0.
2. pn es un periodo esencial de x, para todo n > 0.

8. L =,so Perp,(z).

Ejercicio 14 Sean py,--- , pr periodos esenciales de x. Probar que
m.c.m{p1, -+ ,pr} es un periodo esencial de .

Lema 13 Toda sucesion de Toeplitz posee una estructura de periodos.
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Dem. Sea v € X% una sucesién de Toeplitz. Sea py un periodo esencial
de = tal que 0 € Pery,(x). Sean ¢; y ¢—; periodos esenciales de = tales
que 1 € Pery(x) y —1 € Per_,(x). El entero py = m.cm{q_1,po, 1}
es un periodo esencial de = tal que las coordenadas —1,0,1 son periodi-
cas con periodo p;. Ademads, pg divide a p;. Si n > 0 y suponiendo que
hemos escogido p, - - - , p, tal que —n,--- ,n estdn en Per, (z), basta tomar
Prt1 = M.CM{G—(n+1), P> Gn }, donde ¢_(u41) ¥ @ns1 son periodos esenciales
de z tales que n+1 € Pery, . (x) y —(n+1) € Per_, . (). O

4.2. Subshifts de Toeplitz.

Un subconjunto X de X2 es un subshift de Toeplitz si existe una sucesién de
Toeplitz x € X% tal que X = 00—(:):). Claramente, un subshift de Toeplitz es
cerrado e invariante por el shift (por lo tanto, es un subshift). Ademads, si
X es un subshift de Toeplitz entonces X es minimal, pues toda sucesion de
Toeplitz es uniformemente recurrente.

Sea X un subshift de Toelitz igual a la cerradura de la 6rbita de una secuencia
de Toeplitz x € 3. Sea (p,)n>0 una estructura de perfodos de z. Para cada
n >0y cada 0 <j < p, se define

A} = {oithe(z) : k € Z}.

Ejercicio 15 Probar que o(A}) = A%, para todo 0 < j < p, — 1 y que
U(Agn_l) = Ap. '
Muestre que P, = {07 (Af) : 0 < j < p,} es un recubrimiento de X.

Lema 14 Para cada n > 0, la coleccion P, es una particion abierta cerrada

de X.

Dem. Para esto basta probar que los elementos de P,, son disjuntos.
Supomgamos que existe 0 < m < p, tal que o™ (A%) N A2 # (). Esto implica
o™(Ap) = Ap pues los sistemas dindmicos (0™(Ag),o"") v (Ay, oP") estan
bien definidos y son minimales. Como = € Aj = ¢™(A}), entonces existe una
subsucesién de (o™ P (z))rez que converge a z. Como Per, (0™(z),a) =
Per,, (o™ (z), a), paratodo k € Zy a € %, esto implica que Per,, (6™ (x),a) =
Per, (x,a). Por otro lado, es facil ver que Per(z,a) = Per(c™(z),a) + s
para todo a € ¥. Combinando esto con la igualdad anterior obtenemos que
Per, () C Pery,(x), lo que contradice el hecho que p,, es periodo esencial. [J
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4.3. Odometros.

Sea p = (pn)n>0 una sucesién creciente de enteros positivos tales que p,
divide a p, 11, para todo n > 0. Gracias a esta ultima propiedad, la funcion
Tn : L/pp1Z — Z/pnZ que a cada clase [m],41 € Z/pn117Z le asigna la clase
[m], € Z/p,Z esta bien definida. El odometro generado por la sucesién p es
el conjunto

GP = {<gn)n20 € H Z/an : 7rn(9n+1) = On, Vn > O}

n>0

Equipando a cada conjunto Z/p,Z de la topologia discreta y a [, Z/p,Z
de la topologia producto, se obtiene que G}, es un Cantor. -

Sobre Gy, se define la funcién 7' : G, — Gp como T'((gn)n>0) = (9n +n 1)n>o0,
donde +,, representa la suma en Z/p,Z. Esta funcién es continua y (Gp,T')
es estrictamente ergddico.

Sea X un subshift de Toeplitz que se obtiene como la cerradura de la érbita
de una sucesién de Toeplitz z € X% Sea p = (pn)n>0 una estructura de
periodos de  y Gy, el odometro definido por p.

Para cada n > 0, sea P, = {07(A}) : 0 < j < p,} la particién de X definida
en la Seccion 4.2. Definimos ¢, X — Z/p,Z como

on(y) = j siysélosiy e a’(Ap).
y ¢ : X — Gp por p(y) = (¢n(y))n>0, para todo y € X.

Ejercicio 16 Probar que ¢ estd bien definida y que p o o0 =T o . Muestre
que la unica preimagen de 0 € G, por ¢ es la sucesion de Toeplitz x.

Del ejercicio anterior se deduce que (Gp,T') es un factor de (X,0), y que
(X, o) es una extension casi uno a uno de (Gp, T'). Esto implica que (Gp,T) es
el factor equicontinuo maximal de (X, o) (ver [1]). Por otro lado, los subshifts
de Toeplitz pueden ser caracterizados como las extensiones simbélicas casi
uno a uno de los odémetros [3].

A diferencia de los subshifts de sustitucién y los subshifts Sturmianos, los
subshifts de Toeplitz no siempre son estrictamente ergodicos. El siguiente
Teorema lo demuestra.

Teorema 15 ([1]) Para todo simplex de Choquet metrizable K, existe un
subshift de Toeplitz (X, 0) cuyo conjunto de medidas de probabilidad invari-
antes es afin homeomorfo a K.
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5. Subshifts de tipo finito.

Los subshifts de tipo finito son una de las clases més importantes de subshifts.
A menos que sean finitos, estos subshifts no son minimales. En esta seccién
solo entregamos la definicién. Para conocer més de esta clase de sistemas
mirar [7].

Sean X un alfabeto y F un conjunto de palabras sobre X. Se define X como
el conjunto de sucesiones x € Y% tales que ninguna palabra de F aparece en
x. Es decir,

Xr={(xn)nez € »Z . T Tpy & F, paratodon € Z e i > 0}.

Ejemplo: Si F = () entonces Xz = X2,
Ejemplo: Si ¥ = {0,1} y F = {11} entonces

Xr={(vp)nez € X% 2, =1 =1, = 0}.

Se dice que F es el conjunto de palabras prohibidas de X . El préximo teore-
ma muestra que todo subshift es igual a un conjunto X, y que todo conjunto
X £ es un subshift.

Teorema 16 X C Y% es un subshift si y solo si existe un conjunto de pal-
abras F sobre X tal que X = Xr.

Dem. Sea F un conjunto de palabras sobre ¥ y sea X = Xz Si F = 0
entonces X = X%, Supongamos que F # (). Es claro que X es invariante, pues
las palabras que aparecen en una sucesién x son las mismas que aparecen en
o(z) y o7l (x). Siz € X entonces existenn € Z e i > 0 tal que z,, - - Ty, 4y €
F. Luego, el cilindro [z, - - - Z;,44), esté contenido en X ¢y contiene a z. Esto
muestra que X¢ es abierto.

Supongamos ahora que X C X% es un subshift. Si X = X% entonces X = X»
con F = 0. Si X ¢ X% entonces X¢ es un abierto no vacfo. Luego, para todo
r € X existe k = k(z) > 0 tal que [T k() - Tha)]—k) € X° Definiendo
F ={2 k) Tr() : v € X} se tiene que X = Xg. O

Definicién 7 Un subshift X C Y% es de tipo finito si existe un conjunto
finito F de palabras sobre ¥ tal que X = X .
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Ejercicio 17 Sea ¥ = {0,1} y sea X C XZ el conjunto de las sucesiones
x € X% tales que entre dos 1’s consecutivos que aparecen en x hay un nimero
impar de 0’s. Probar que X es un subshift pero que no es un subshift de tipo

finito.
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