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Resumen

Estos apuntes tratan de la teoria hiperbolica y algunos desarrollos ulteriores.
No es nuestra intencién hacer una exposicion detallada de estos temas puesto
que es imposible abarcarlo en un cursillo. Nuestro objetivo es presentar algunas
ideas y conceptos fundamentales en un contexto lo mas sencillo posible. Las
demostraciones que estan incluidas en estos apuntes tienen un caracter elemental
de forma de hacerlas accesibles a estudiantes que no tengan un estudio previo
de la teoria hiperbdlica. Espero que a los estudiantes les quede un ruido, o mejor
dicho una mdusica, sobre estos temas que le faciliten los estudios posteriores en

la materia.

Agradecimientos: A Rafael que me dejé usar dibujos de su monografia
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Capitulo 1

Introduccién a la
hiperbdlicidad

Andante

La hiperbolicidad representa un papel central en la teoria de sistemas dinami-
cos: es el paradigma de los sistemas llamados “caéticos” (son sistemas inherente-
mente impredecibles) a pesar de lo cual se tiene un descripcién bastante com-
pleta de su dindmica. Por otro lado tienen propiedades de estabilidad, lo que
implica que esta “caoticidad” no se destruye por pequenas perturbaciones del
sistema.

Comenzaremos estudiando transformaciones lineales hiperbdlicas donde, a
pesar de la dindmica ser trivial (por no existir recurrencia no trivial), varias de
las ideas y métodos de la teoria se presentan de forma mas elemental.

Seguiremos luego con lo que es llamada la teoria hiperbdlica local y el teo-
rema de Hartman. Luego estudiaremos dos ejemplos clasicos de la dindmica

hiperbdlica.

1.1. Transformaciones lineales hiperbdlicas

Definicién 1.1.1. Una transformacién lineal (invertible) A : R® — R”" es

hiperbdlica si todos sus valores propios tienen moédulo diferente de 1.

Lema 1.1.1. Sea A : R™ — R" lineal hiperbdlica tal que todos sus valores
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propios tienen modulo menor que 1. Entonces existen C' > 0 y 0 < A < 1 tal
que [|[A™v[| < CA™[Jv]|, n > 0, v € R".

Demostracion. Es facil ver que existe ng tal que [|[A™] < v < 1. Sea Cy =
sup{||47|| : j = 0,..,mp} y A = /™. Dado cualquier n > 0, escribimos n =

kng +r con 0 < r < ng. Resulta entonces que
C
JA™[| < [JARPe[[lAT]| < Ciy* < 75\” = C\".
O

Lema 1.1.2. Sea A : R™ — R" lineal hiperbolica. Entonces existen subespacios

E?¢, E* (llamados subespacio estable e inestable respectivamente) tales que:
1. R" = E° @ E“.
2. A(E®) = E*, A(E“) = E“, es decir, E* y E* son invariantes por A.
3. Existe C >0y 0<\<1 tal que:

4™ < CX"oll,n > 0,0 € BY y A < CA"ull,n = 0, v € .

4. Para x € R™ definimos E = x+ E° y EY = x + E*. Se tiene que si
y € B = || A"y — A"z|| < CA" =, 0 si n > 0. Andlogamente, para
n>0eye€ EY setiene que |A "y — A7 "x|| < CA" =, 0.

Demostracion. Queda como ejercicio para el lector. O

1.1.1. Estabilidad

Lema 1.1.3 (Norma adaptada). Sea A : R™ — R"™ hiperbélica, R* = E* @ E
su descomposicion en subespacio estable e inestable. Entonces existe un norma

I :R*" =R y0<a<1 tal que

-1

||14/ES /Eu

1<a<l y Az i <a<l.

Demostracion. Supongamos primeramente que E° = R". Sabemos que existen
C>0y0<A<1tal que [|[A"]] < CA™. Consideremos ng tal que CA™ < 1.

Fijado ng definimos una nueva norma |.||s definida por

’I’Lo—l

lolls = > 1470l
§=0
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Es facil ver que existe K tal que ||v]|s < K||v||. Luego observamos que:

no
D A0 = Jlofls + [[A™0]| = [lo]] < [Jvlls + (CA™ = 1)]v]|

j=1

) o — 1
(1 n ) lolls = aloll.

[Av][s

IN

K

Ahora, en el caso A : R® — R" con R" = E* @& E", aplicando lo anterior

construimos normas ||.|[s y [|.|[. en E* y E" respectivamente tales que || A=

a<ly ||A7é

respecto a la descomposiciéon R" = E* @ E%, la norma ||.||; como

s <

«w < a < 1. Basta definir entonces, escribiendo v = (vs, v,,) con

[olly = max{[[vs[[s, [[vullu}-
O

Definicién 1.1.2. Sea K > 0. Una sucesién {z, }ncz en R™ es una K-pseudo-

6rbita (con respecto a A : R™ — R™) si || Az, — Zpta]| < K Vn € Z.

Lema 1.1.4 (Propiedad de sombreado). Sea A : R™ — R"™ lineal hiperbdlica
y sea K > 0. Entonces existe a = «(K) tal que si {xp}nez es una K-pseudo

orbita entonces existe un unico z € R™ tal que | A"z — z,|| < o Vn € Z.

Demostracion. Comencemos con un caso particular:
Sublema: Sea A : R™ — R" lineal tal que ||A]] < a < 1 y sea K > 0.
Entonces existe o = a(K) tal que si {xn}nez es una K-pseudo drbita entonces

existe un dnico z € R™ tal que ||[A"z — zp|| < a Vm € Z.

Demostracion. Consideremos x,, : m > 0. Observemos que por ser A una

contraccién tenemos que

m—1

IN
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Luego, tomando o = %, cualquier K-pseudo 6rbita positiva {z,}n>0 es
sombreada (a menos de «) por la érbita positiva segin A de un punto w = w(xp).

Re-indexando la sucesién {z, }n>_n encontramos un punto w,, tal que
| A" T, — ]| < @ n > —m.

Escribiendo z,, = A™w,, concluimos que ||A"z,, — z,| < « para cualquier n >
—m. Tomando z un punto de acumulacién de z,, (y suponiendo que lim,, z, =

z) concluimos que para cualquier n € Z se tiene que
A"z — 2, || = lm |A" 2 — 20| < a.
m
Finalmente, tal punto z debe ser tnico ({por qué?). O

Continuemos ahora con la demostracion de la propiedad del sombreado.
Consideremos la descomposiciéon R™ = E* @ E* correspondiente a A : R® —
R™ y escribimos 2z € R™ por # = (x4, x,) con respecto a esta descomposicion.
Vamos a trabajar con la norma adaptada encontrada en el lema anterior y que
notaremos por comodidad |.||.
K

Sea x,, m € Z una K-pseudo érbita y tomemos o = 1=. Escribimos

T = (27, 27"). Aplicando el sublema a A/g: y a A/p. concluimos que existe
ys e Yy tal que [[A"ys; — a7 < ay ||[A"y, — 2| < « para cualquier m € Z.
Luego y = (ys,¥x) es el punto cuya érbita por A sombrea .

O

Lema 1.1.5. Sea A : R® — R" lineal hiperbdlica. Existe ¢ > 0 tal que si
G : R" — R"™ es un homeomorfismo y g = G — A tiene constante de Lipschitz
menor que € entonces G = A+ g es expansivo con constante de expansividad

infinita.

Demostracion. Por comodidad seguimos trabajando con la norma adaptada
para A y con la descomposiciéon R™" = E° ¢ E".
Consideremos = # y dos puntos de R™. Supongamos primero que ||z —y| =

|zw — yu||- Resulta entonces que:

1G(z) =Gl = [(A+9)(x) = (A+9) W) = [|Az — Ay[| - [lg(z) — 9(¥)

Y%

a” lzw = yull = ellz =yl = (@™ = &)z —yl.

Por otro lado, de forma anédloga vemos que ||(G(x) — G(y))s|| < (a+¢€)||z —y]|.

Concluimos que si € es tal que a +¢ < 1 < a~! — ¢ entonces |G(z) — G(y)| =
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| (G(z) — G(y)), |l v |G(z)—G(y)|| > (a=' —¢)||z—y||. Inductivamente tenemos
que [|G"(z) = G"(Y)l| = (™! = &)"[|z — Y| =00 00
Razonando de la misma manera en el caso |z — y|| = ||zs — ys|| concluimos
que |G7"(2) =G (W) = (™! — )"z — yll =n—soo 0.
O

Teorema 1.1.1 (Estabilidad global de mapas lineales hiperbdlicos). Sea A :
R"™ — R™ lineal hiperbolica. FExiste ¢ > 0 tal que si G : R™ — R™ es un homeo-
morfismo que verifica sup{||G(z) — Az| : z € R"} < 0o y G — A tiene constante

de Lipschitz menor que € entonces G y A son conjugados.

Demostracion. Tenemos que hallar un homeomorfismo H : R®™ — R"™ tal que
HoG = Ao H. Sea K > 0 tal que sup{||G(z) — Az|| : x € R"} < K. Vemos
entonces que dado cualquier z € R™ la érbita segin G, {G™(z) : n € Z}, es una
K-pseudo 6rbita de A. Por la propiedad del sombreado concluimos que existe

a > 0 tal que para cualquier z € R™ existe un tnico z € R™ que verifica:
|A"z — G"(x)|| < o para cualquier n € Z. (1.1)

Definimos entonces H : R® — R" por H(z) = z donde z es el tinico punto que
verifica (1.1). En otras palabras ||[A"(H (z)) — G™(z)|| < a Vn € Z. Verifiquemos
primeramente que H conjuga G con A. En efecto, tenemos que ||A™ (Ao H(z)) —
G"(G(z))|| < a ¥n € Z y por lo tanto H(G(z)) = A(H(x)). De ahi que nos
falta probar tnicamente que H es un homeomorfismo.

H es continua: sea x € R™ y sea x,, una sucesiéon tal que z,, — z. Quere-
mos probar que H(z,,) — H(x). Sea H(x,,) una subsucesién de H(z,,) que

converge a un punto y y sea p € Z cualquiera. Observamos que
147y — GP(z)|| = Um || AP (H (zm,)) — GP(2m, )| <

y por lo tanto y = H(x). Como H(x,) es un sucesién acotada (por serlo
Zm) concluimos que H(x) es el unico punto de acumulacién de H(x,,). Luego
H(x,,) — H(z) y probamos que H es continua.

H es inyectiva: Esto es consecuencia de la expansividad de G. En efecto, supong-
amos que H(z1) = H(xz2). Deducimos que [|G"(z1) — G"(z2)|| < 2aVn € Zy
por lo tanto x1 = xs.

H es sobreyectiva: Supongamos que Jy € R™ tal que H(xz) # y Vo € R™

Consideremos B = B(0, 4a) la bola (cerrada) de radio 4a centrada en el origen
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H(z+y)—y
TH (z+y) —yll-

x € OB entonces g(x) # —x. Por lo tanto tenemos una funcién continua de la

y la funcién g : B — 0B definida por g(x) = 4a Es facil ver que si
bola en el borde de la misma y tal que en el borde es (isotépica a) la identidad.
Esto contradice el Teorema del punto fijo de Brower.

H~' es continua: Es similar a la prueba de la continuidad de H. O

1.2. Puntos fijos hiperbdlicos: Teorema de Hart-

mamn

En lo que sigue M denotara una variedad riemanniana compacta conexa y

sin borde.

Definicién 1.2.1. Sea f : M — M difeomorfismo y p un punto fijo de f. Dec-
imos que p es hiperbdlico si Df, : T,M — T,M es hiperbdlico (no tiene valores
propios de médulo uno). Un punto periédico de periodo k se dice hiperbdlico si

es un punto fijo hiperbélico de f*.

Teorema 1.2.1 (Teorema de Hartman). Sea f : M — M un difeomorfismo
yp € M un punto fijo hiperbdlico de f. Entonces f y Df, son localmente
conjugados. Mas precisamente, existe U, entorno dep en M y V entorno de 0

en T,M y un homeomorfismo h: U — V tal que
hof=Df,oh.

Demostracion. Por ser un teorema local, usando cartas locales, podemos supon-
er que f:R" - R"y p=0= f(0) es punto fijo hiperbdlico y consideremos el
mapa lineal hiperbdlico A = Dfy. Sea € > 0 tal que si g : R — R" es acotada
y tiene constante de Lipschitz menor que € entonces A y A + g son conjugados
por la estabilidad de A (Teorema 1.1.1).

Por otra parte, escribimos f(z) = Az + ¢(x), donde ¢ es C!, #(0) = 0
y D¢y = 0. Luego, existe § > 0 tal que si [[z]| < d entonces [[¢(x)| < gz v
|D¢.|| < §. Consideremos una funcién “chichén”p : R — R tal que 0 < p(z) <
L, p(x) = 1si ||lzf| < 6/2,p(z) = 0si [z]| =y [[Vp(a)| < 5.

Sea G(x) = Az + p(x)¢(x). Resulta que G(z) = f(x) si ||z|| < §/2 y
sup{||G(z) — Az|| : = € R"} < oo. Por otra parte DG, — A = p(xz)D¢, +

T .Vp(z) que es idénticamente nulo si ||z| > § y cuando ||z| < § tenemos:

€ € 4
I1DGz = All < |p(@)[[|1Dés|| + o) Vo)l < 5 + ngII* <e
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En consecuencia ¢ = G — A tiene constante de Lipschitz menor que € y con-
cluimos que existe H : R"™ — R™ homeomorfismo tal que H o G = Ao H.
Tomemos U = B(0,6/2), V.= H(U) y h = H;y. Como G = f en U concluimos

que ho f = Ao h como queriamos. O

Definicién 1.2.2. Sea f : M — M un homeomorfismo y = € M. Se define el

conjunto estable de x como
W*(x) = {y € M : dist(f"(y), f"(x)) =n— o0 0}
y el inestable como
W*(z) ={y € M : dist(f~"(y), f"(2)) —n—too 0}
Para ¢ > 0 definimos el conjunto estable e inestable local (de tamaiflo €) como
WEw) = {y € M : dist(f*(y), /" (x)) < € ¥n = 0}
We(x) ={y € M : dist(f " (y), f " (x)) < € ¥n > 0}.

Corolario 1.2.1. Sea f : M — M difeomorfismo y p € M un punto fijo
hiperbolico. Existe € > 0 tal que:

1. We(p) C W#(p) y Wet(p) € W(p).

2. W2 (p) (respec. W (p)) es una subvariedad topoldgica de la misma dimen-

sion que el espacio estable (respect. inestable).

3. W2(p) = Unzof "(WZ(p)) y W"(p) = Unzof"(WZ(p)) y son subvar-

tedades topologicas inmersas en M.
Demostracion. Queda como ejercicio. O
En realidad, vale el siguiente teorema cuya demostraciéon omitiremos:

Teorema 1.2.2 (Teorema de la variedad estable). Sea f : M — M difeomor-
fismo C" y p € M un punto fijo hiperbolico, T,M = E*® E" su descomposicion
en subespacios estable e inestable de Df,. Entonces W*(p) y W*(p) son sub-

variedades inmersas de clase C" tangentes en p a E° y E" respectivamente.

Definiciéon 1.2.3. Sea f : M — M un difeomorfismo y p € M un punto
fijo (periédico) hiperbélico T,M = E* & E* su descomposicién en subespacios

estable e inestable de D f,,. Decimos que p es:
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» atractor si E® = T, M (y por lo tanto E* = {0}).
» repulsor si E* = T,M (y por lo tanto E® = {0}).

» silla si {0} # E° # T,,M (y por lo tanto lo mismo ocurre con E*). En este

caso definimos el indice de p como dimE*.

Observacion 1.2.1. Sea f : M — M un difeomorfismo y p € M un punto fijo

hiperbdlico.
= Sip es atractor => W?(p) es un abierto que contiene a p y W*(p) = {p}.
= Sip es repulsor = W¥(p) es un abierto que contiene a p y W*(p) = {p}.

Teorema 1.2.3 (Kupka-Smale). Existe un conjunto residual R en Diff" (M)
tal que si f € R entonces:

1. Todo punto periddico de f es hiperbdlico.

2. We(p) y W¥(q) son transversales para cualquier p,q € Per(f).

1.3. Sistemas de Anosov lineales en T".

Consideremos A € SL(n,Z), es decir, una matriz con entradas enteras y de-

terminante +1. Resulta que A induce un difeomorfismo en el toro T = R"/Z".

Definicién 1.3.1. Sea A € SL(n,Z) hiperbdlica. El difeomorfismo inducido
f:T" — T"™ definido por
foll=1Ic A

donde IT : R™ — T™ es la proyeccién canénica es llamado difeomorfismo de

Anosov lineal.

Teorema 1.3.1. Sea f : T" — T™ un difeomorfismo de Anosov lineal. En-

tonces:
1. Per(f) =Q(f) =T
2. f es transitivo y topoldgicamente mixing.

3. f es expansivo.

4. Para cualquier z € T, las variedades W*(z) y W*(z) son densas en T™.
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Demostracion. Para simplificar y fijar ideas vamos a hacer la prueba en el caso
f:T? — T? dado por foll =ITo A donde

A<§1>.

Sea ¢ € Z 'y consideremos el conjunto Cy = {(m/q,n/q) : m,n € Z}. Es facil
ver que A(C,) = Cy y por lo tanto f(II(C,)) = II(Cy). Sin embargo II(Cy)
es un conjunto finito y entonces cada punto de II(Cy) es periédico. Por otro
lado UyezCy es denso en R? y asf UgezII(C,) es denso en T2. Deducimos que
Per(f) = T? como querfamos.

Como A es hiperbdlica de entradas enteras y determinante 1 tenemos que
los valores propios A, 1 de A son irracionales y A = p=1, 0 < [A\| < 1 < |u|. En
nuestro caso son positivos y A = % Ademads concluimos que E* y E* (los
subespacios propios asociados a A y u respectivamente) son rectas de pendiente
irracional. Por lo tanto II(E®) y II(E“) son densas en T2. Sean U,V abiertos
cualesquiera en T2. Luego I(E*) NU # 0 y I(E*)NV # 0. Sean U y V
componentes conexas de [T~ (U) y II~1 (V) respectivamente tales que ESNU # )
y E“NV # 0. Se concluye facilmente que existe ng tal que A™(U)NV # 0 para

todo n > ng. Por lo tanto
M U)NV O I(AMU)NV) # 0, ¥Yn > ng

vy f es entonces topoldgicamente mixing.

Veamos que f es expansivo. Consideremos € tal que si ||z — y|| < ¢ =
|Az — Ay|| < 1/4 y sean %,y dos puntos de T? tal que dist(f™(z), f*(g)) <
€0 Vn € Z. Fijemos = € II71(%) y para cada n € Z tomemos y,, € II71(f"(7))
tal que ||y, — A"z| < €. Afirmamos que y,11 = Ayn, n € Z. En efecto,
como ||y, — A"z|| < g entonces ||Ay,, — A" lz| < 1/4 y como hay un tnico
elemento de TI1(f"1(g)) a distancia 1/4 de A"*"'z concluimos que Ay, =
Yn+1. Luego y, = A"yo, Vn € Z y por lo tanto || A"z — Ayo|| < €9 Vn € Z. Por
la expansividad de A deducimos yo =x y asi T = .

Por tiltimo observamos que dado = € R? se tiene que I[I(z+ E?%)) y [(z+ EY))
son densas en T?. Afirmamos que W*(Il(z)) = Il(x + E%) y W*(Il(z)) = [I(u+
E?). En efecto, si y € E?® entonces ||A"z — A™y|| —»n—t00 0 y por lo tanto
dist(f*(II(x)), f*(I(y))) —n—+oo 0 y esto implica II(z + E*) C W*(Il(z)) (lo

cual ya implica que es densa). Por otro lado, consideremos ey como antes y
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sea § € T? tal que § € W*(Il(z)). Existe ng tal que dist(f™(I(z)), f*(7)) <
€0, M > ng. Para simplificar supondremos ng = 0. Sea y,, € I~(f™(7)) tal que
llyn — A™z|| < €. Se deduce, razonando como anteriormente, que y,+1 = Ay,.
Pero entonces || A"y — A"x|| —=n—too 0y luego yo € z + E*. Esto concluye la
demostracién de W*(Il(x)) = I(z + E*). O

Teorema 1.3.2 (Estabilidad estructural de Anosov lineales). Sea f: T — T"
un Anosov lineal. Existe € tal que si g : T" — T" es un difeomorfismo e-C'

cerca de f entonces g y f son conjugados.

Demostracion. Sea A € SL(n,Z) e hiperbdlica tal que f oIl = ITo A. Sea
g : T" — T" difeomorfismo € C'-cerca de f y sea G : R* — R” un levantamiento
(que es de clase C1) de g, es decir goIl = IToG. Podemos escribir G(z) = Az +
p(z) donde p : R™ — R™ es periddica en Z™. Resulta que sup,cpn [|[p(2)]| < 00y
[1Dpzl < e

Por la estabilidad de A : R™ — R™ (ver Teorema 1.1.1) concluimos que (si
€ es suficientemente chico) existe H : R — R™ tal que Ao H = H o G donde
H(x) es el unico punto de R™ que verifica:

sup [A™(H (z)) = G™ (2)]| < o0

Afirmamos que si ¢ € Z™ entonces H(z + ¢q) = H(z) + g. En efecto, observamos

que para cada n, G™ = A" + p, donde p,, es periddica en Z" y por lo tanto

sup |[A"(H(z) +¢) — G (xz+¢)|| =

MmeEZL

= sup [A"(H(x) + A"q = A" (@ +9) —pm(z+ )| =
me

= Su%llAm(H(ﬂﬂ)) -G ()| < o0
me

y por unicidad H(x + ¢) = H(x) + ¢. Por lo tanto podemos definir A : T* — T
por h(II(x)) = II(H (x)). Resulta que h es un homeomorfismo y ademas:

foholl=folloH=IloAoH =lloHoG=holloG=hogoll

es decir, foh=hog. O

1.4. Herradura de Smale y puntos homoclinicos

Vamos a considerar un difeomorfismo f : R? — R? tal que la imagen de

un cuadrado Q = I x I es como se indica en la figura 1.1, conocido como la
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herradura de Smale ([S]).

Tenemos entonces dos bandas horizontales Hy y H;y tal que f(Q)NQ =
J(Ho)Uf(Hy) = IoUI; son dos bandas verticales. Supondremos que f/p,,7 = 0,1
es afin. En particular, las direcciones horizontales y verticales son preservadas
bajo f/g, y segmentos horizontales son contraidos uniformemente y segmentos
verticales son expandidos uniformemente.

Podemos observar que

QN Q)N Q) = F(f(Q) N Ho) U f(f(Q) N Hy)

son cuatro fajas verticales. En general
n
N F @
§=0
son 2™ fajas verticales y se concluye que
NF@ =K x1
§>0
donde K es un conjunto de Cantor en I, es decir, los puntos de @) cuya érbita
pasada siempre se mantiene en ) consiste en un conjunto de Cantor de lineas
verticales.
De la misma forma se prueba que
ﬂf_j(Q):IXKz
Jj=0
donde K5 es un conjunto de Cantor, es decir, los puntos de @} cuya orbita
futura siempre se mantiene en () consiste en un conjunto de Cantor de lineas
horizontales.
Asi, el conjunto de puntos de @ cuya Orbita siempre se mantiene en @ es

A= mjgz fJ(Q) = K; x Ks.
Observemos lo siguiente:

= = _,, f7(Q) consiste en 4™ rectédngulos cuyos didmetros convergen a cero

con m.

= Sea R, cualquiera de estos rectdngulos. Entonces para cualquier —m+1 <
j <m — 1 se verifica que f/(R,,) C Iy o f/(Rm) C L.

= Dados dos puntos x # y de A existe n € Z tal que f*(z) y f™(y) no estéan

alavezen Iyo Iy.
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o /f(Q)
N
D c '1
\ L
HO/
A B

Figura 1.1:

Consideremos ¥ = {0,1}2 y 0 : ¥ — ¥ el shift (a la izquierda) de Bernoulli

(ver seccién ?7). Consideremos h : A — 3 de la siguiente manera:
hz)(n) =1isi f"(x) € I;, i=0,1.

Resulta que h es un homeomorfismo tal que ho f = o o h. En efecto:

h continua: Si z,y pertenecen a un mismo rectdngulo de [ j=+—1m—1 F7(Q) en-
tonces h(z)(j) = h(y)(j), —m < j < m.

h inyectiva: se deduce de lo observado anteriormente

h sobreyectiva: Sea {x,} € X, entonces

j=m
R, = ﬂ f_j(la:j)
j=—m
es un sucesion encajada de rectangulos cuya interseccion consiste en un punto
x. Se deduce que h(z) = {z,}.
De estas propiedades y el hecho que A es compacto concluimos que h es un

homeomorfismo. Ademaés:
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h(f(z))(n)=ie " el < i=nh(x)(n+1)
es decir, h o f = 0 o h. En conclusién hemos probado el siguiente teorema.

Teorema 1.4.1. Sea A = N,ezf™(Q). Entonces A es un conjunto de Cantor y
f/a es conjugado al shift o : ¥ — ¥ donde ¥ = {0,1}%. En particular:

1. Los puntos periddicos son densos en A.
2. f/a es transitivo y topoldicamente mizing.
3. We(z)NA y W) N A son densos en A para x € A.

Observacion 1.4.1. Una construccién similar y un resultado analogo puede re-

alizarse en R™ con un cubo I™.

Definicién 1.4.1. Sea f : M — M un difeomorfismo y p un punto fijo (periédi-
co) hiperbdlico. Un punto z € W#(p) N W*(p) diferente de p se llama punto
homoclinico. Se dice ademés que es transversal si la interseccién W#(p) NW*™(p)
es transversal en z. La érbita de un punto homocliico (transversal) es llamada

6rbita homoclinica (transversal).

Situaciones como la herradura vista anteriormente aparecen siempre que

tengamos un punto homoclinico transversal:

Teorema 1.4.2 (Birkhoff-Smale). Sea f : M — M wun difeomorfismo, p un
punto fijo hiperbolico y x un punto homoclinico transversal. Entonces existe
N > 0 y un conjunto fV invariante A (que contiene p y x) tal que f;\/’\ es

conjugado al shift de Bernoulli (de dos simbolos). !

LEl conjunto A es ademds un conjunto hiperbélico (ver definicién 2.1.1).



Capitulo 2

Difeomorfismos de Anosov
en T2

Allegro

En este capitulo estudiaremos difeomorfismos de Anosov como ejemplo base
de la dindmica hiperbdlica. Recordemos que un difeomorfismo de Anosov en el
toro es un difeomorfismo f : T? — T2 tal que TT? = E° @ E* descomposicién

continua e invariante por D f y existen constantes C' > 0y 0 < A < 1 tal que

ID S5

Por simplicidad asumiremos que C' = 1. Decimos que E* es integrable si para

<O IDf/ gl < CA

todo z existe subvariedad de dimension 1 inmersa J (que también llamaremos
curva integral) tal que z € J y tal que si y € J entonces T,,J = E*(y). Decimos
que es Unicamente integrable si J y W son dos curvas integrales entonces J NW
es abierto en J y en W. Observar que si J es una curva integral, también lo
es f(J). Ademds si J es un arco compacto de una curva integral, entonces
L(f™(J)) < A"(J) donde £(J) denota la longitud.

Para cada x € T? tomemos X*(x) € E* y X“(x) € E“ vectores unitarios.
Podemos tomar estos campos unitarios tangentes de forma que varien contin-
uamente. Observemos que E° es (Unicamente) integrable si £ = X*(z) tiene

solucién (unica).

Teorema 2.0.3. E° y E" son unicamente integrables.

15
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Observemos que por el Teorema de Peano los campos X *y X" son integrables
(y por lo tanto E*y E* son integrables). Debemos mostrar solamente la unicidad.
Y este es un problema de unicidad local.

Para cada z € T? denotaremos por R.(x) al conjunto (identificado via
el mapa exponencial) Bf(z) x B%(x) donde B!(x) es una bola de radio € en
E’(x),j = s,u centrada en 0 € T, T? Denotaremos por 9°R.(x) a {£e} x BY.
Andlogamente 0" R.(x). Si y € Re(x) denotaremos por J¥(y) a la componente
conexa de la curva integral por y de X? interseccién R, que contiene a y. Y
de forma analoga J“. Los siguientes lemas son consecuencia inmediata de la

continuidad e invariancia de E° y E™.
y

Lema 2.0.1. Para todo € suficientemente chico existe § tal que siy € Rs(x) en-
tonces JZ(y)NO"R. = 0 y J5(y) interseca ambas componentes de 0° R.. Andloga-

mente para J*(y).

Lema 2.0.2. Dado € existe 0 tal que si w € J*(y)) y w,y € Rs(x) entonces
existe curva integral de E* por f(y) tal que f(w) € J*(f(y)) (con respecto a

Re(f(x).)

Ahora estamos en condiciones de demostrar la unicidad. Supongamos que no
es (localmente) unicamente integrable. Supongamos por absurdo que existen dos
curvas integrales locales de E* por . Como el conjunto donde ellas coinciden es
cerrado, el complemento es abierto y sea z un punto del borde de una compo-
nente conexa. Se concluye que por z tenemos dos curvas integrales también. Sea
e suficientemente chico y sea ¢ como en los lemas previos. Sean J; = JZ,(2) y
JoJ? 5(2) las dos curvas integrales. Por lo anterior existen y € Ji, w € Jo,y # w
tales que y,w € Rs(z) y w € J*(y). Luego, como tanto y y w estdn en curvas
integrales de E® por z concluimos que f"(y), f"(w) € Rs(f"(z) y aplicando
el segundo lema inductivamente concluimos que f™(w) € J*(f™(y)). Pero en-

tonces:

d(y,w) = d(f"(f"(y)), [T (["(w))) < NI (y))) < AMde — 0

y por lo tanto ¥ = w lo cual es una contradiccién.

Observaciéon 2.0.2. Un razonamiento andlogo al anterior muestra que si f"(y) €
Rs(f™(x)) para todo n > 0 entonces y € J5(z).
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Denotaremos por W#*(z) la curva integral maximal de E® por z. Andloga-
mente W*(z). También denotemos por WS (z) la curva integral de E® por x de

longitud 2¢ centrada en x. Tenemos entonces el siguiente:

Corolario 2.0.1. Sea f : T2 — T? un difeomorfismo de Anosov. Entonces:

1 W) = {y: d(f(9), (@) —nsoo O}

2. Si e es suficientemente chico entonces
We(z) ={y : d(f"(z), ["(y) <en >0}

3. We(x) = Upsof "(WE(f"(2).
4. Wi(zx) es un subvariedad encajada y W* es una subvariedad inmersa.
Andlogamente para W*(x).

Otra consecuencia interesante de lo anterior es la estructura de producto

local:

Corolario 2.0.2. Eriste § > 0 tal que para todo x € T? existe h : [—6,0]* —
T? homeomorfismo sobre su imagen tal que h(t,.) C W2(h(t,0)) y h(.,s) C
W(h(0, ) ¥ h(0,0) = 2.

Demostracion. Basta considerar h(s,t) = J5(¢,0) N J¥(0, s) via la identificacién
hecha anteriormente en Rs(x). Esta funcién h esta bien definida, es continua e

inyectiva y (por invariancia del dominio) homeo sobre su imagen. O

Haciendo abuso de notacién, denotaremos este entorno con producto local
por Rs(x) >~ W§(x)xW§(x). Denotaremos por m°y 7 las proyecciones a lo largo
de la foliacién estable e inestable respectivamente en Rs(x). Ahora analizaremos

las consecuencias dinamicas de lo hecho hasta ahora.

Teorema 2.0.4. Sea f : T? — T? un difeomorfismo de Anosov. Entonces

Per(f) = Q(f).

Demostracion. Sea x € Q(f) no periédico. Sea e chico y sea Rs(x) un entorno
de z con estructura de producto local. Sea n > 0 tal que si d(y, ) < n entonces
Wy(y) C Rs(x). Sea ng tal que A"e < 7 si n > ng. Como = € Q(f) y z no
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es periddico entonces existe y tal que d(z,y) < ny d(z, f"(y)) < n para algin

n > ng. Consideremos el siguiente mapa P : Wi (z) — W;(x) como sigue:
P(z) =" o fr(W(z) N W2 (y).

Este mapa es continuo y de un intervalo en si mismo. Luego existe z tal que
P(z) = z. Esto significa que si w = W¥(z) N W2(y) entonces f™(w) € W*(w).
Luego £~ (W2 (f"(w))) € Wi, (w) € Wa(f(w). Luego existe p € W2 (f(w))
tal que f~"(p) = p, es decir p € Rs(x) es periddico. O

Lema 2.0.3. Existe p € Per(f) tal que p # W*(p) N W*(p).

Demostracion. Si Q(f) # Per(f) el resultado se concluye por la existencia de
infinitos puntos periddicos en un entorno con estructura de producto local. Bas-
ta ver el caso en que Q(f) = Per(f) (y de hecho el resultado muestra que
esto es imposible). Tenemos que hay una cantidad finita de puntos periédicos

y tomando una potencia podemos suponer que son todos fijos. Sea p; fijo. Si

el resultado no es cierto entonces W4(p;) — W¥(p1) N Rs(p1) = 0. Por otro

lado W*(p1) — W¥(p1) es invariante en el futuro. Luego existe un punto fijo
p2 € Wu(p1) — Wx(p1). Por lo tanto W*(p;) N W*(p3) # 0. Razonando in-

ductivamente, y como hay una cantidad finita de puntos fijos (periédicos de f)

concluimos que existen p;,,...,p;, tal que
Wu(pij) n Ws(pij+1) 7é Q)v ii=1.,k—1; Wu(pik) N Ws(pil) 7& 0.
El resultado se concluye facilmente. O

Teorema 2.0.5. Sea f: T2 — T? difeomorfismo de Anosov. Entonces Q(f) =

T2. Ademds W*(z) y W*(z) son densas en T? para cualquier x.

Demostracion. Orientemos la foliacion estable segin la direccién del campo X*°
y lo mismo con la foliacién inestable. Sea p como en el lema anterior y que
lo supondremos fijo (tomando una potencia de f si es necesario). Sea Rs(p)
entorno con estructura de producto local de p. Consideremos la primera vez
que la variedad estable de p retorna a Rs(p). Podemos entonces considerar una
curva simple cerrada C = [p,¢]* U £ donde [p, ¢]* C Wi (p) es un arco dentro de
la variedad estable de p y £ es un arco que une g con p y contenido en Rj(p).
Podemos hacer esto de forma que la foliacion inestable sea transversal a C. Como

no hay variedades inestables cerradas concluimos (por Poincare-Bendixon) que
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existe L tal que W} (xz) N C # 0 para cualquier . Pero si W} (x) N £ entonces
Wi N Wi, (p) # 0. Por comodidad, hacemos L = L+ ¢y K = K +e.
Probemos ahora que W#(p) es densa en T2. Sea U un abierto cualquiera y sea
y € U. Sea 7 tal que W#(y) C U. Consideremos n tal que A"L < 7. Luego,
tomando = = f"(y) sea w € W(z) N Wi (p). Luego, f~"(w) € Wi(y) CUy
w € W3(p).

De forma analoga se prueba que W%(p) es densa en T2. Por lo tanto W#(p) N
W (p) es denso en T? y se concluye que Q(f) = T2.

Probemos ahora que cualquier variedad inestable es densa. Para ello volva-
mos a considerar la curva C cerrada transversal a la foliacion estable. Tenemos
P : C — C el mapa del primer retorno segun la orientacién dada por X*“. Luego,
P es un homeomorfismo del circulo que preserva orientacién. Como W*(p) es
densa en T? concluimos que P tiene una orbita densa. Pero entonces P es con-
jugado a una rotacién irracional y por lo tanto toda orbita es densa. De aqui se

concluye que toda hoja inestable es densa en el toro. O

Teorema 2.0.6. Sea f : T? — T? un difeomorfismo de Anosov. Entonces:
1. Existe A :T%2 — T2 Anosov lineal tal que f es conjugado a A.

2. f es estructuralmente estable (y Q-estable.)

Demostracion. Denotemos por F = A + p el levantamiento de f a R? donde
A € SL(2,Z) y p es Z? periédica. Sean W, W* los levantamientos de la fo-
liacion estable e inestable respectivamente. Denotemos por D® la distancia a
lo largo de W* de dos puntos que estén sobre la misma hoja estable. Veamos
que existe C, F > 0 tal que D*(z,y) < Cd(z,y) + E. Sea C una curva simple
cerrada en T? transversal a la foliacion estable. Observemos que 7~!(C) es una
coleccién discreta de curvas (que separan R?), sea D la minima distancia entre

dos distintas de ellas y sea
p=max{D*(x,y) : 2,y € 7 (C), (x,y)* N7 (C) = 0.

Sean ahora dos puntos x, y que pertenecen a una misma hoja estable, y € W (z).

Sea n el numero de cortes que tiene [x,y]* N7~ 1(C). Luego

D*(z,y) < (n+1)p < %(n —1)D+2p< %d(w,y) +2p=Cd(x,y) + E.

Obviamente tenemos un resultado andlogo para D*. Probemos ahora que A es

hiperbdlica. Basta mostrar que A tiene un valor propio de médulo mayor que



CAPITULO 2. DIFEOMORFISMOS DE ANOSOV EN T2. 20

uno. Supongamos que no. Sea u < A~'. Entonces
- 1 n
llmsupn%+oofl0.g”‘4 H < 1
n

Luego, existe ng tal que ||[A"|] < p™. Por otra parte F* = A™ 4+ p,, con p, =

Z?;OAjp(F”_l_j). Ahora, si x,y estdn en una misma hoja inestable, entonces
d(F"(x), F"(y)) < (Ko + Kip") d(z,y).
Pero por otra parte tenemos que

A(F™ (@), F"(y) > SD"(F"(@), F'(y) ~ & > o D*(.) — &

Si n es grande obtenemos una contradiccién.

Luego A es hiperbdlica y concluimos que F' es semiconjugado a A (y f es
semiconjugado a A.) Es decir H : R? — R? continua y sobre tal que HoF = AoH
y sabemos que ||[H — Id|| < K para algin K > 0. Para ver que es conjuga-
do basta ver que F' tiene constante de expansividad infinita. Observemos que
H(W*(z)) ¢ E%(H(x)). Ademés H es inyectiva en cada hoja estable. Con-
cluimos asi que W*(z) esta en una banda de ancho K con respecto a E% (H (x)).
Anélogamente para las hojas inestables. Luego concluimos que hay estructura
de producto global y F tiene constante de expansividad infinita. Esto muestra
que A y F son conjugados, y por lo tanto A y f son conjugados en T2. Por otra
parte, si g esta C' cerca de f entonces g es Anosov y también es isotépico a A.
Luego g y A son conjugados y por lo tanto g y f son conjugados, es decir, f es
estructuralmente estable.

O

2.1. Algunos resultados de dinamica hiperbdlica

En esta seccién enunciaremos (sin demostracién) algunos resultados princi-
pales de la teoria hiperbdlica. El lector interesado podra consultar por ejemplo

[Sh], [KH] y las referencias alli incluidas.

Definicién 2.1.1. Sea f: M — M un difeomorfismo. Un conjunto compacto
e invariante A se dice que es hiperbdlico si para cada x € A existen subespacios
Ef(x) C TyM y E*(z) C T, M que verifican:

1. T,M = E*(z) & E*(x).
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2. Dfo(E%(x)) = E*(f(z)) y Dfo(E"(2)) = E*(f(2)).
3. Existen constantes C' >0y 0 < A <1 tal que

a) |Dfrv|| < CA*||v|| Yv € E5(z) y n > 0.

b) DSl < CXPJjo]] Vo € B¥(z) y n > 0.

Como ejemplos bésicos de conjuntos hiperbélicos ya vimos los difeomorfismos

de Anosov lineales y la herradura de Smale.

Teorema 2.1.1 (Teorema de la variedad estable). Sea f : M — M un difeo-
morfismo C" y A un conjunto hiperbdlico. Entonces existe € > 0 tal que para
cualquier x € A se verifica:

1. WE(x) es una subvariedad C" tal que T,WE(x) = E*(x).

2. Wi(z) C W (x)

3. W3 (z) = Upsof "(W2(f™(x))) y es una subvariedad (inmersa) de clase
C" y varia continuamente (como subvariedades C" y en subconjuntos com-

pactos) con .
Obviamente hay un resultado andlogo para W* ya que W (x, f) = W*(x, f1).
Definicién 2.1.2. Sea f: M — M un difeomorfismo. Decimos que f es:

= difeomorfismo de Anosov o globalmente hiperbdlico si M es conjunto hi-

perbdlico.
s hiperbdlico si el conjunto limite L(f) es hiperbdlico.

= Axioma A si el conjunto no errante Q(f) es hiperbdlico y ademds Q(f) =

Per(f).

Un caso muy particular de difeomorfismos Axioma A son los difeomorfismos

Morse-Smale:

Definicién 2.1.3. Un difeomorfismo f: M — M es llamado Morse-Smale si
= #Per)f) < ooy todos los puntos periédics de f son hiperbdlicos.
- Q(f) = Per(f).

= W3 (p) y W¥(q) se intersecan transversalmente para cualquier p, g € Per(f).
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Teorema 2.1.2. Se verifican la siguientes implicaciones:

= Anosov = Axioma A = hiperbdlico.

= Azioma A <= hiperbdlico y L(f) = Q(f).

Teorema 2.1.3 (Descomposicién espectral). Sea f : M — M un difeomor-
fismo hiperbdlico. Entonces L(f) = A U---UA,, donde Aj;i = 1,---,m
son conjuntos compactos, f-invariantes, dos a dos disjuntos y transitivos (lla-
madas piezas bdsicas). Ademds, cada A;,i = 1,..m se descompone a su vez
en una union disjunta de conjuntos compactos A; = Ajy U --- U Ay, tal que
f(Aij) = N1y, = 1oyemy — 1, f(Ain,) = Mg, f/"A” es topoldgicamente
mizing y W*(x) es densa en Ajj Vo € A;j.

Observacion 2.1.1. El teorema de Descomposicién espectral para Axioma A

es debido a Smale, la extensién para difeomorfismos hiperbdlicos es debida a

Newhouse)

Teorema 2.1.4 (Estabilidad local). Sea f: M — M un difeomorfismo y A un
conjunto hiperbélico. Entonces existe un entorno C! de f, U(f) y un entorno

U de A tal que si g € U(f) existe un conjunto Ay C U hiperbdlico para g tal que
f/a Y g/a, son conjugados.

Antes de enunciar el siguiente teorema precisamos algunas definiciones.
Definicién 2.1.4. Sea f: M — M un difeomorfismo.

= Decimos que f es C"-estructuralmente estable si existe un entorno U(f) C

Diff™ (M) tal que si g € U(f) entonces existe un homeomorfismo h : M —
M tal que ho f =goh.

= Decimos que f es C"-Q-estable si existe un entorno U(f) C Diff" (M) tal
que si g € U(f) entonces existe un homeomorfismo h : Q(f) — Q(g) tal
que h o fra(r) = g/a(q) © -
Definicién 2.1.5. Sea f: M — M un difeomorfismo Axioma A.

= Decimos que satisface la condicién de transversalidad si W#(x) y W*(y)

se intersecan transversalmente para cualquier z,y € Q(f).

Ay, =

= Decimos que f tiene un ciclo si existen piezas basicas A;,, - , A .

T—1"

A;, tales que

W™(Ai,) = Ai, (YW (Aiy,,) = Ay, #0, 1< <k -1
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Teorema 2.1.5 (Estabilidad global). Sea f : M — M wun difeomorfismo C".

Entonces:
1. Si f es Anosov => f es C"-estructuralmente estable.

2. Si f es Azioma A y satisface la condicion de transversalidad = f es

estructuralmente estable
3. Si f es Azioma A y no tiene ciclos = [ es C" Q-estable.

Uno de los resultados mas sorprendentes de esta teoria es (y que veremos

una demostracién en un caso particular en el capitulo ?77:

Teorema 2.1.6 (Maiie [M1]). Sea f: M — M C* estructuralmente estable.

Entonces f es Azxioma A.



Capitulo 3

Perturbaciones en la

topologia C'.

Adagio ma mon troppo

En este capitulo estudiaremos algunas técnicas de perturbacién que utilizare-

mos en los capitulos siguientes.

3.1. Lema de Franks

El siguiente lema es de uso frecuente en la topologfa C*.

Lema 3.1.1. Sea f : M — M un difeomorfismo C' y sea U(f) un entorno
de f. Entonces existe Uy(f) C U(f) y e > 0 tal que si g € Up(f), S C M es
un congunto finito S = {p1,p2,...pm} and L;, i = 1,...,m son mapas lineales
L; : TMy, — TMy,,) tales que ||L; — Dy, gl| < €,i=1,...,m entonces eriste
g e U(f) tal que §(pi) = g(pi) y Dp,§ = L;. Ademds, si U es un entorno de S
podemos tomar § tal que §(x) = g(x) para todo x € {p1,p2...pm} U (M\U).

Idea la prueba. La demostracion se basa en la siguiente estimacion:

Sea g(x) = Az + ¢(x) con Dgy = A, $(0) =0y D¢y = 0, ¢ de clase C1. Sea
L lineal tal que ||L — A|| < e.

Sea ¢ suficientemente chico tal || D¢, || < e si ||z|| < §. Consideremos una fun-
cién “chichén”p : R™ — R tal que 0 < p(z) <1, p(z) = 1si ||z|| < §/2,p(x) =0
i llell > 8y V(@) < 4.

24



CAPITULO 3. PERTURBACIONES EN LA TOPOLOGIA C*. 25

Sea G(z) = g(x) + p(x)(Lx — g(x)). Resulta que G(z) = Lz si ||z]| < 6/2 y
G(x) = g(z) si ||z]| > 6. Para estimar la distancia C! entre Gy g basta estudiar
cuando ||z]| < . Obviamente | G(z) — g(@)] < | — Allle]l + ()| < 2ellz]]

Por otra parte DG, — Dg, = p(z)(L — A — D¢,) + (L — A)z — ¢)T.Vp(z)

4
IDGz — Dgal < 1p(@)[(IL = Al + [[Dzl]) + ell Vo) < 2€ + 2el|z]| 5 < 10e.

El lema se concluye de la estimacién anterior usando cartas locales (via mapa
exponencial) en cada punto x € S.
O

3.2. Producto de matrices

Consideremos G(M) = {A € GLy(R) : ||A|| < M}. Si A= A, ... A con
A; € G(M) denotemos por

B(A,e)={Be€GLx(R): B=A], ... Al con |A] — A;|| <e,i=1,...,n.}

Lema 3.2.1. Sea A=A, ... Ay con A; € G(M) y tal que A es hiperbdlica tipo
silla. Sean A\, o los valores propios de A, 0 < |A| < 1 < |o|. Supongamos que
existe € > 0 tal que si A’ € B(A,€) también es hiperbdlica. Entonces, existe €;

tal que |\ < (IJ:EI)" ylol > 1 +e)™

Demostracion. Sea e; < €/M. Luego si ||C — I|| < €1 entonces |CB — B|| < € si

B € G(M). Supongamos, por ejemplo, que ()" < [A] < 1. Sea p = A7y

sea A = %LAZ- ysea A’ = A/ ... A}. Sea v tal que Av = \v. Entonces A'v = v

e

y A’ no es hiperbdlica. O

El siguiente lema nos dice que si en una matriz hiperbdlica el angulo entre el
espacio estable e inestable es muy chico entonces con una pequena perturbacién

logramos que no sea hiperbélica.

A K
Lema 3.2.2. Sea A = ( ) con 0 < |A| < 1 < o. Supongamos que

0 o
lo = Al >c¢>0.Sea 0 < e <1/2yseaey<er tal que 22 < e1. Entonces, si

1 0
|72 | < eo eaiste n, | < e1 tal que ( ) > A tiene valor propio 1.
n
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Figura 3.1: Si hay dngulos pequenos, hay puntos cuya imagen esta cerca.

Demostracion.
1 0
Det A-Id|=(c-1)(A—-1)—-nK.
n 1
1 0
Luego, si n = % se tiene que ( ) )A tiene valor propio 1. Es
Ui
inmediato ver que || < €;. O

Corolario 3.2.1. Sea ¢ > 0. Ezxiste o tal que si A = A,, ... Ay es hiperbdlica
con A; € G(M) y se cumple que A’ es hiperbdlica para cualquier A’ € B(A, )

entonces se tiene que <(E%, EY) > a.

Demostracion. Sea €1 como en el lema 3.2.1 y sea ¢ = ¢;. Consideremos ¢q

como en el lema 3.2.2. Basta tomar entonces tan(a) = €. Puesto que si el

resultado no fuera cierto basta expresar A en la base E% @ (E%)* y considerar
10

A = < ) ) A,y A, =A;,i=1,..,n—1. conn como en lema anterior. [
n

Sea A = A,,...A; con A; € G(M). Denotaremos por A(i) = A;...A;;1 <

i <n. Si A es hiperbdlica, sea Ef = A({)E5 y E} = A(1)EY.

Observacion 3.2.1. Si A = A,...A; es hiperbdlica y también lo es cualquier

A’ € B(A,¢) entonces C = Ap,...A1.Ap... Ay y cualquier matriz en B(C,€)

también es hiperbdlica. Por lo tanto, en estas condiciones <(E?, EY) > a.
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Lema 3.2.3. Sea € > 0. Existe m > 0 tal que si A; € G(M),i = 1,...,n

conn >m y A= A,..A1 es hiperbdlica y A’ es hiperbdlica para cualquier

A" € B(A,¢€) entonces si v € ES, w € EY con ||v|| = |lw| =1 se tiene que
A 1
A1
[ A(m)(w)]]

Demostracion. Observemos primero que existe « tal que si A = A, ... A; es
hiperbdlica y toda matriz en B(A,€) es hiperbdlica, entonces para cualquier
A" € B(A,¢/2) se tiene que <(E%,,E%) > a.

Por otra parte si A = A,,...A; es hiperbdlicay <(E?, E¥) > aparai=1,...,n
entonces para cada i podemos definir una nueva métrica <,>; declarando que
E? y E}' sean ortogonales. Estas métricas son “uniformemente” equivalentes a
la métrica original. En particular, dado €; existe €g tal que ||C||; < € entonces
IC|| < €1. También, dado [y existe (; tal que si el dngulo entre dos subespacios
es menor que (31 segin <,>; entonces el angulo segin la métrica original es
menor que (3. Tomemos By < a y consideremos este (.

Hecha esta observacién probemos la existencia de m. Sea € = 6/ 2M y sea
€0 < €1 como recién observamos. Sea m tal que 2(1 + €)™ ! > 5-. Afirmamos
que este m es el buscado. Razonando por absurdo, supongamos que si A es como
en el enunciado, entonces

|AGl 1

IA(m) (w)]| ~ 2°

1+ 0
Con respecto a la descomposicién E; @ E}* definamos A; = A; < 060 1 )

sii=2,...,n— 1. Observemos que

1 n—2
A AL ALA ( elo ) _ < (1+€0)" “Aeo )
g

. .. . 1 n—2
ya que no se han modificado los subespacios invariantes. Sea n = (teo)™ Aeo

o

Se tiene que |n| < €y ya que [A| < (1 + €1)~". Consideremos ahora

1 1 -
A=A O ya = T A,
0 1 0 1

Tenemos que A’ = Al ... A} € B(A,¢/2). Ademas E¥, = E¥. Por otra parte

o) ()= (7)) (2)
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y por lo tanto EY, = EY. Por otra parte

|4 (m)uw]
[A(m)(o)]

JAGnye| 1
(@ )™ AGm)(W)] = 21+ o)1

A" (m)(EL), A'(m)(E4)) <

< Bi.

Esto es absurdo pues A’ € B(A,¢/2) y por lo tanto los dngulos (segtin la métrica

original) de los subespacios invariantes son > «. O

3.3. Aplicaciones a Difft(M).

Sea M una superficie. Denotemos por F*(M) al interior del conjunto de los
difeomorfismos tal que todos sus puntos periddicos son hiperbdlicos. Luego, si
f € FY(M) entonces existe U entorno de f tal que si g € U y p € Per(g)
entonces p es hiperbdlico.

Sea Perg(f) el conjunto de los puntos periédicos (hiperbélicos) tipo silla.

Teorema 3.3.1. Sea f € F'(M). Entonces:

1. Eziste 0 < A < 1 tal que si p € Pers(f) es un punto periddico de periodo

n entonces
IDf el <A™ 4 [IDf /gl <A™

2. Eziste m > 0 tal que si p € Pers(f) entonces

m —-m 1

Demostracion. Sea U C F'(M) entorno de f. Utilizando el lema de Franks
vemos que existe € > 0 tal que si p € Pery(f) y Li : TripyM — Tyitr(myM;i =
0,...,n — 1 donde n = per(p) verifican ||L; — D fyi(,)|| < € entonces existe g € U
tal que O(p,g) = O(p, f) y Dgyi(p) = Li. Identificando cada plano tangente con
R? y haciendo A; = D fyi(,) tenemos que A = A, ... Ay es hiperbélica y toda
matriz en B(A4,€) también es hiperbdlica. De la seccién anterior se concluye el

resultado.
O



Capitulo 4

Estabilidad Estructural

Rondo

El objetivo de este capitulo es demostrar el siguiente:

Teorema 4.0.2. Sea f : T? — T? difeomorfismo C' estructuralmente estable y

tal que Q(f) = T2. Entonces f es un difeomorfismo de Anosov.

4.1. Descomposicion dominada

Definicién 4.1.1. Sea f : M — M un difeomorfismo de superficie. Un conjunto
invariante A tiene descomposicion dominada si para cada x € A existe una
descomposicién del espacio tangente T, M = E(x) @ F(z) (ambos no triviales)

tales que:
L. DfoE(x) = E(f(z)) y DfoF(x) = F(f(x)).
2. Existen constantes C' >0y 0 < A < 1 tal que

||Df7E(z)|‘||Df;}?(va(w))|| < C)‘nv n =0

Teorema 4.1.1. Sea f : M — M un difeomorfismo de superficie y sea A un
conjunto con descomposicion dominada. Entonces:

1. A también tiene descomposicion dominada.

2. Los fibrados E(x)y F(x) varian continuamente.

29
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8. El dngulo entre E y F esta acotado uniformemente por debajo.

Demostracion. Si x € A tomamos z,, € A tal que x,, — = v podemos suponer
que E(z,)y F(x,) convergen a subespacios E(x) y F(x). Definimos E(f™(z)) =
Df™(E(z)) y andlogamente hacemos con F(f™(z)) para cualquier n € Z. Se

deduce inmediatamente que si z = f™(z) entonces
1D S DS oy | < O, 0 > 0.

Por otra parte, si para otra sucesién y,, — x tenemos que E(y,) converge a

E # E(z) tomemos v € E con ||[v]| = 1y sea v = vg 4 vp. Luego

n n n n Lve|l n
D575l = IDf w2 1D vl = DS v 2 (b = e DI s |
. IDfgl ) .
es decir D771 — 00. Intercambiando los papeles de E y E llegamos a una

contradiccién. Esto muestra que la extension esta bien definida y ademas la
continuidad de E(x) y F(x). También muestra que los dngulos estdn uniforme-
mente acotados por debajo (de los contrario tendrfamos que E(z,) y F(z,)

convergen al mismo subespacio para alguna sucesién x,,). O

Teorema 4.1.2. Sea f : T? — T? difeomorfismo C' estructuralmente estable
y tal que Q(f) = T2. Entonces eriste descomposicion dominada en todo T2.
Ademds, existe 0 < X\ < 1 tal que si p € Per(f) es un punto periddico de

periodo n entonces
IDF 7ol < A" g D7l <A™

Demostracion. Como f es estructuralmente estable y Q(f) = T? tenemos que
todos los puntos periédicos de f son hiperbdlicos tipo silla y f € F(T?).
Ademds, por el closing lemma de Pugh([Pul],[Pu2]), tenemos que Per(f) =
Q(f) = T2. Por el teorema 3.3.1 Concluimos el resultado. O

4.2. Integrabilidad de la descomposicién domi-

nada

En esta seccién demostraremos el siguiente:
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Teorema 4.2.1. Sea f : T2 — T2 difeomorfismo tal que todos sus puntos
periddicos son hiperbdlicos y Per(f) = T? y con descomposicién dominada E @
F en todo T2?. Entonces E y F son unicamente integrables. Ademds si z,y
estdn en una misma curva integral de E entonces d(f™(z), f™(y)) —n—oo O.

Andlogamente para curvas integrales de F en el pasado.

La demostracién de este teorema tiene cierta similitud con lo que lo hecho en
el capitulo 2. (Una versién mas general puede encontrarse en [Po]). Sin embargo,
como en principio no tenemos propiedades de contraccién y expansion debemos
explotar la relacién que hay entre E' y F. Como hay una simetria entre estos
por la dominancia todo resultado que obtengamos para E en el futuro vale un
analogo para F en el pasado.

Sean X y XT' campos unitarios tangentes continuos con X¥ € E, X ¢ F.
Por el teorema de Peano tenemos que E y F' son integrables. Debemos mostrar
la unicidad.

Para cada x € T? denotaremos por R.(z) al conjunto (identificado via el
mapa exponencial) B¢ (x) x B (x) donde B (x) (respect BE¥(x)) es una bola
de radio € en E(x) (respect F(z)) centrada en 0 € 7T,T? Denotaremos por
0 Rc(x) a {£e} x B, Andlogamente 0““R.(z). Si y € R.(z) denotaremos por
J¢(y) a la componente conexa de la curva integral por y de X ¥ interseccién
R, que contiene a y. Y de forma andloga J°*. Los siguientes tres lemas son

consecuencia inmediata de la continuidad e invariancia de E y F.

Lema 4.2.1. Para todo € suficientemente chico existe v tal que si y € R, (x)
entonces J&(y) NO“R, = 0 y J(y) interseca ambas componentes de 0 R,.

Andlogamente para J&(y).

Lema 4.2.2. Dado € existe v tal que si w € J&(y)) y w,y € R,(x) entonces
existe curva integral de F por f(y) tal que f(w) € JE*(f(y)) (con respecto a
Re(f(x).)

Denotemos por W§#(x) una arco de curva integral de E por z de longitud

2K centrado en x. De forma andloga W (z).

Lema 4.2.3. Dado € > 0 eziste 6 > 0 tal que f(W§*(z)) esta contenido en un

curva integral W (f(x)). Andlogamente f~1(Wg(z)) esta contenido en una
curva integral We*(f~1(z)).

Demostremos ahora que bajo ciertas condiciones se cumple la integrabilidad

unica local.
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wesy

weuy

Figura 4.1: Variedades centro estables no tnicas.

Lema 4.2.4. Sea z en T? tal que dado v > 0 existe v; tal que si y € W5s
(cualquiera sea esta curva integral local) se tiene que d(f™(x), f*(y)) < v para

todo n > 0. Entonces E es unicamente integrable en x.

Demostracion. Supongamos por absurdo que existen dos curvas integrales lo-
cales de E por z. Como el conjunto donde ellas coinciden es cerrado, el com-
plemento es abierto y sea y un punto del borde de una componente conexa
arbitrariamente cerca de x . Sea € suficientemente chico y sea v como en los
lemas previos. Sean J; y Jy dos E curvas integrales. Por lo anterior exis-
ten z € Ji, w € Jo,z # w tales que z,w € Ry(z) y w € J(z). Podemos
suponer ademds que z € WF° () asf como también w. Luego, concluimos que
f™(z), f"(w) € R,(f"(z) y aplicando el segundo lema inductivamente con-
cluimos que f™(w) € JE*(f™(2)).

Sea C' = C(e) de forma tal que si y € Wcs(u)(z) entonces C"ldcs(u) (y,2) <

loc
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d(y,z) < C’dcs(u)(y,z). Donde d.4(,) denota la longitud del arco de variedad
centro estable (inestable) que une y con z.

Se puede considerar ¢ y v de forma tal que si d(u,v) <« entonces

IDflell < A+ )IDflpwml  I1DfHrwll < @+ OIDF ™ rwl

y ademéds (1 + )%\ < 1, donde X es la constante de dominacién.

Esto lleva a un absurdo pues:

d(z,w) =d(f"(f"(2), £ (f"(w))) < Cdeu(F7"(f(2)), £ (f"(w))) <

< C*(A+0)"|Df " |prpld(f™(2), f(w)) <

< C*A+6)"|DF " [ p(nap 1A (), f7(2)) + d(f (), f™(w))) <

< C* 1+ 0)"IDF " p (s @ IC* (L + )" D" [pwl(d(z, 2) + d(z,w)) <

< C*140)™MmOA"(d(x, 2) + d(z,w)) = C*C(d(z, z) + d(z,w))((1 + 6)2N)" — 0
Lo cual resulta absurdo pues z # w. O

Lema 4.2.5. Sea f : M? — M? un difeomorfismo que admite descomposi-
cion dominada TM = E & F. Entonces, dado p < 1 existe € tal que si para
x € M se cumple que ||Df" g || < Cp™ entonces siy € W se cumple que
d(f™(x), f*(y)) < € y ademds tiende a cero.

Demostracion. Se puede suponer sin pérdida de generalidad que || D f"| gy || <

P
Sea 0 tal que (1 + d)p < 1, se puede considerar ¢; de forma tal que si

d(z,w) < € entonces

IDfle@ I < (1+0)[Dflswll
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Sea € > 0 tal que f(W(2)) C WE(f(2)) para cualquier z. Sea x como
en el lema. Entonces f(W(x)) € WE(f(x)). Por otra parte £(f(We(x)) <
(14 9)pe < e. Asi f(We(x)) € WE(f(z)). Inductivamente se prueba que
FrOWES () © WS (£ (@) y aue £(f7(WeS(x)) < ((1+8)p)"e < € y se concluye

el resultado. O

Corolario 4.2.1. Sea p € Per(f) entonces W*(p) y W*(p) son curvas inte-

grales de E y F respectivamente.

Para concluir el teorema entonces basta probar que estamos en las condi-
ciones del lema anterior lo que haremos a seguir. Es facil ver que es sufi-
ciente probar que para cualquier x € T? y para cualquier ¢ > 0 tenemos
que ((f~™(We(x))) — oo. Consideremos entonces R.(x) como antes. Como
los puntos periédicos son densos tomemos p periddico tal que p € R, (z). Co-
mo W¥(p) es una curva integral (y de longitud infinita) de F tenemos que
W (p) N WEs(z) # 0. y esta interseccién es transversal. Luego, por aplicacién
directa del teorema de Hartman (o si se prefiere el A-lema) concluimos que
(F(We(a))) — oo.

Observacion 4.2.1. Como consecuencia del teorema de esta seccién tenemos

estructura de producto local como en el capitulo 2.

4.3. Prueba del Teorema 4.0.2

Recordemos que f tiene descomposiciéon dominada E @ F en todo T? y que
existe 0 < A < 1 tal que si p € Per(f) es un punto periddico de periodo n
entonces

1D el < A 3 1DF 2| <A™

Queremos probar que Df contrae exponencialmente a F y que Df~! contrae
exponencialmente a F.

Sea A un conjunto compacto invariante. Decimos que F es contraido expo-
nencialmente en A si existe C > 0y 0 < o < 1 tal que ||Df/”E($)|| < Co™ para
n >0y x € A. Queremos probar que E es contraido exponencialmente en T?2.
Supongamos por absurdo que E no es contraido exponencialmente en T?. . Sea
F la familia de subconjuntos compactos invariantes A tal que E no es contraido
exponencialmente en A. Ordenamos F por inclusion. Sea {A, : v € I'} una

cadena totalmente ordenada. Entonces A = NyA, es un compacto invariante y
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E no es contraido en A (de lo contrario F seria contraido exponencialmente en
el maximal invariante de un entorno compacto de A el cual incluirfa algin A,.)
Luego F tiene un conjunto maximal Ag. Es decir, E es contraido exponencial-
mente en cualquier subconjunto compacto propio de Ay pero F no es contraido
en Ag.

Probemos que existe © € Ag tal que ||D f/"E(w)H > 1 para cualquier n > 0.
Si para todo z existe n, tal que ||Df7§(x)|| < 1/2 por compacidad podriamos
tomar tal n, < m para algiin m. Pero de aqui se prueba que E es contraido
exponencialmente en Ag. Esto prueba la existencia del x antes mencionado.
Probemos que este x es recurrente. De hecho vale que w(xz) = Ay. Razonando
por absurdo, si w(z) & A concluimos que E es contraido exponencialmente en
w(z) y por lo tanto || D f}', || — 0 lo cual es absurdo.

Sea v tal que 1 —y > X\ y sea ng tal que si n > ng entonces %(1 —)" > A"
Sea 1 > 0 tal que si d(z,y) < n entonces

Df/e(
L IPgsal
1Df/ 5wl
Sea Rs(x) un entorno con estructura de producto local tal que si z € Rs y J*(z)
es la componente conexa de W (z) que contiene a z entonces £(f™(J(2))) < n/2

si n > 0. Andlogamente para J*(z) en el pasado. Sea ahora n > ng tal que
» f?(z) € Rs(x).
= [1(J7(2)) C Rs().
= [T (@) C R ().

Sea @ el subrectdngulo J*(x) x f~"(J“(f"(z))) en Rs y Q' = f™(J*(x)) x
JU(f™(x)). Luego f™(Q) = Q' y tenemos que existe p € QN Q' punto periddico.
Se tiene que n es el periodo de p o un multiplo del mismo. Por otro lado tenemos

que d(f7(p), f?(x)) < n para j =0,1,...,n. Por lo tanto

1D 750

(1—9)"
—_ /) > A"
IDf |

X" > 1D i | = oTy e
y llegamos a una contradiccién. Esto concluye que E es contraido en T?. De
forma similar se prueba que F' es contraido exponencialmente en el pasado y la

demostracion del teorema esta terminada..
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wes

Figura 4.2: Puntos peridédicos en el corte de rectangulos
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