
Dinámica en Superficies

Mart́ın Sambarino

VI Escuela Internacional-Santiago de Chile

julio 2007



Resumen

Estos apuntes tratan de la teoŕıa hiperbolica y algunos desarrollos ulteriores.

No es nuestra intención hacer una exposición detallada de estos temas puesto

que es imposible abarcarlo en un cursillo. Nuestro objetivo es presentar algunas

ideas y conceptos fundamentales en un contexto lo mas sencillo posible. Las

demostraciones que están incluidas en estos apuntes tienen un carácter elemental

de forma de hacerlas accesibles a estudiantes que no tengan un estudio previo

de la teoŕıa hiperbólica. Espero que a los estudiantes les quede un ruido, o mejor

dicho una música, sobre estos temas que le faciliten los estudios posteriores en

la materia.

Agradecimientos: A Rafael que me dejó usar dibujos de su monograf́ıa

([Po]).



Índice general

1. Introducción a la hiperbólicidad 2
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Caṕıtulo 1

Introducción a la

hiperbólicidad

Andante

La hiperbolicidad representa un papel central en la teoŕıa de sistemas dinámi-

cos: es el paradigma de los sistemas llamados “caóticos”(son sistemas inherente-

mente impredecibles) a pesar de lo cual se tiene un descripción bastante com-

pleta de su dinámica. Por otro lado tienen propiedades de estabilidad, lo que

implica que esta “caoticidad” no se destruye por pequeñas perturbaciones del

sistema.

Comenzaremos estudiando transformaciones lineales hiperbólicas donde, a

pesar de la dinámica ser trivial (por no existir recurrencia no trivial), varias de

las ideas y métodos de la teoŕıa se presentan de forma mas elemental.

Seguiremos luego con lo que es llamada la teoŕıa hiperbólica local y el teo-

rema de Hartman. Luego estudiaremos dos ejemplos clásicos de la dinámica

hiperbólica.

1.1. Transformaciones lineales hiperbólicas

Definición 1.1.1. Una transformación lineal (invertible) A : Rn → Rn es

hiperbólica si todos sus valores propios tienen módulo diferente de 1.

Lema 1.1.1. Sea A : Rn → Rn lineal hiperbólica tal que todos sus valores

2
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propios tienen módulo menor que 1. Entonces existen C > 0 y 0 < λ < 1 tal

que ‖Anv‖ ≤ Cλn‖v‖, n ≥ 0, v ∈ Rn.

Demostración. Es fácil ver que existe n0 tal que ‖An0‖ < γ < 1. Sea C1 =

sup{‖Aj‖ : j = 0, ..., n0} y λ = γ1/n0 . Dado cualquier n ≥ 0, escribimos n =

kn0 + r con 0 ≤ r < n0. Resulta entonces que

‖An‖ ≤ ‖Akn0‖‖Ar‖ ≤ C1γ
k ≤ C1

γ
λn = Cλn.

Lema 1.1.2. Sea A : Rn → Rn lineal hiperbólica. Entonces existen subespacios

Es, Eu (llamados subespacio estable e inestable respectivamente) tales que:

1. Rn = Es ⊕ Eu.

2. A(Es) = Es, A(Eu) = Eu, es decir, Es y Eu son invariantes por A.

3. Existe C > 0 y 0 < λ < 1 tal que:

‖Anv‖ ≤ Cλn‖v‖, n ≥ 0, v ∈ Es y ‖A−nv‖ ≤ Cλn‖v‖, n ≥ 0, v ∈ Eu.

4. Para x ∈ Rn definimos Es
x = x + Es y Eu

x = x + Eu. Se tiene que si

y ∈ Es
x =⇒ ‖Any − Anx‖ ≤ Cλn →n→∞ 0 si n ≥ 0. Análogamente, para

n ≥ 0 e y ∈ Eu
x se tiene que ‖A−ny −A−nx‖ ≤ Cλn →n→∞ 0.

Demostración. Queda como ejercicio para el lector.

1.1.1. Estabilidad

Lema 1.1.3 (Norma adaptada). Sea A : Rn → Rn hiperbólica, Rn = Es ⊕ Eu

su descomposición en subespacio estable e inestable. Entonces existe un norma

‖.‖1 : Rn → R y 0 < a < 1 tal que

‖A/Es‖1 < a < 1 y ‖A−1
/Eu‖1 < a < 1.

Demostración. Supongamos primeramente que Es = Rn. Sabemos que existen

C > 0 y 0 < λ < 1 tal que ‖An‖ ≤ Cλn. Consideremos n0 tal que Cλn0 < 1.

Fijado n0 definimos una nueva norma ‖.‖s definida por

‖v‖s =
n0−1∑

j=0

‖Ajv‖.
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Es fácil ver que existe K tal que ‖v‖s ≤ K‖v‖. Luego observamos que:

‖Av‖s =
n0∑

j=1

‖Ajv‖ = ‖v‖s + ‖An0v‖ − ‖v‖ ≤ ‖v‖s + (Cλn0 − 1)‖v‖

≤
(

1 +
Cλn0 − 1

K

)
‖v‖s = a‖v‖s.

Ahora, en el caso A : Rn → Rn con Rn = Es ⊕ Eu, aplicando lo anterior

construimos normas ‖.‖s y ‖.‖u en Es y Eu respectivamente tales que ‖A/Es‖s <

a < 1 y ‖A−1
/Eu‖u < a < 1. Basta definir entonces, escribiendo v = (vs, vu) con

respecto a la descomposición Rn = Es ⊕ Eu, la norma ‖.‖1 como

‖v‖1 = máx{‖vs‖s, ‖vu‖u}.

Definición 1.1.2. Sea K > 0. Una sucesión {xn}n∈Z en Rn es una K-pseudo-

órbita (con respecto a A : Rn → Rn) si ‖Axn − xn+1‖ ≤ K ∀n ∈ Z.

Lema 1.1.4 (Propiedad de sombreado). Sea A : Rn → Rn lineal hiperbólica

y sea K > 0. Entonces existe α = α(K) tal que si {xn}n∈Z es una K-pseudo

órbita entonces existe un único z ∈ Rn tal que ‖Anz − xn‖ ≤ α ∀n ∈ Z.

Demostración. Comencemos con un caso particular:

Sublema: Sea A : Rn → Rn lineal tal que ‖A‖ < a < 1 y sea K > 0.

Entonces existe α = α(K) tal que si {xn}n∈Z es una K-pseudo órbita entonces

existe un único z ∈ Rn tal que ‖Amz − xm‖ ≤ α ∀m ∈ Z.

Demostración. Consideremos xm : m ≥ 0. Observemos que por ser A una

contracción tenemos que

‖Amx0 − xm‖ ≤
m−1∑

j=0

‖Am−jxj −Am−(j+1)xj+1‖

≤
m−1∑

j=0

‖Am−(j+1)(Axj − xj+1)‖

≤
m−1∑

j=0

am−(j+1)K

= K
∑

j = 0m−1aj ≤ K

1− a
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Luego, tomando α = K
1−a , cualquier K-pseudo órbita positiva {xn}n≥0 es

sombreada (a menos de α) por la órbita positiva según A de un punto w = w(x0).

Re-indexando la sucesión {xn}n≥−m encontramos un punto wm tal que

‖An+mwm − xn‖ ≤ α n ≥ −m.

Escribiendo zm = Amwm concluimos que ‖Anzm − xn‖ ≤ α para cualquier n ≥
−m. Tomando z un punto de acumulación de zm (y suponiendo que ĺımm zm =

z) concluimos que para cualquier n ∈ Z se tiene que

‖Anz − xn‖ = ĺım
m
‖Anzm − xn‖ ≤ α.

Finalmente, tal punto z debe ser único (¿por qué?).

Continuemos ahora con la demostración de la propiedad del sombreado.

Consideremos la descomposición Rn = Es⊕Eu correspondiente a A : Rn →
Rn y escribimos x ∈ Rn por x = (xs, xu) con respecto a esta descomposición.

Vamos a trabajar con la norma adaptada encontrada en el lema anterior y que

notaremos por comodidad ‖.‖.
Sea xm, m ∈ Z una K-pseudo órbita y tomemos α = K

1−a . Escribimos

xm = (xm
s , xm

u ). Aplicando el sublema a A/Es y a A/Eu concluimos que existe

ys e yu tal que ‖Amys − xm
s ‖ ≤ α y ‖Amyu − xm

u ‖ ≤ α para cualquier m ∈ Z.

Luego y = (ys, yu) es el punto cuya órbita por A sombrea xm.

Lema 1.1.5. Sea A : Rn → Rn lineal hiperbólica. Existe ε > 0 tal que si

G : Rn → Rn es un homeomorfismo y g = G − A tiene constante de Lipschitz

menor que ε entonces G = A + g es expansivo con constante de expansividad

infinita.

Demostración. Por comodidad seguimos trabajando con la norma adaptada

para A y con la descomposición Rn = Es ⊕ Eu.

Consideremos x 6= y dos puntos de Rn. Supongamos primero que ‖x− y‖ =

‖xu − yu‖. Resulta entonces que:

‖G(x)−G(y)‖ = ‖(A + g)(x)− (A + g)(y)‖ ≥ ‖Ax−Ay‖ − ‖g(x)− g(y)‖
≥ a−1‖xu − yu‖ − ε‖x− y‖ = (a−1 − ε)‖x− y‖.

Por otro lado, de forma análoga vemos que ‖(G(x)−G(y))s‖ ≤ (a + ε)‖x− y‖.
Concluimos que si ε es tal que a + ε < 1 < a−1 − ε entonces ‖G(x) − G(y)‖ =
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‖ (G(x)−G(y))u ‖ y ‖G(x)−G(y)‖ ≥ (a−1−ε)‖x−y‖. Inductivamente tenemos

que ‖Gn(x)−Gn(y)‖ ≥ (a−1 − ε)n‖x− y‖ →n→+∞ ∞.

Razonando de la misma manera en el caso ‖x− y‖ = ‖xs − ys‖ concluimos

que ‖G−n(x)−G−n(y)‖ ≥ (a−1 − ε)n‖x− y‖ →n→+∞ ∞.

Teorema 1.1.1 (Estabilidad global de mapas lineales hiperbólicos). Sea A :

Rn → Rn lineal hiperbólica. Existe ε > 0 tal que si G : Rn → Rn es un homeo-

morfismo que verifica sup{‖G(x)−Ax‖ : x ∈ Rn} < ∞ y G−A tiene constante

de Lipschitz menor que ε entonces G y A son conjugados.

Demostración. Tenemos que hallar un homeomorfismo H : Rn → Rn tal que

H ◦ G = A ◦ H. Sea K > 0 tal que sup{‖G(x) − Ax‖ : x ∈ Rn} < K. Vemos

entonces que dado cualquier x ∈ Rn la órbita según G, {Gn(x) : n ∈ Z}, es una

K-pseudo órbita de A. Por la propiedad del sombreado concluimos que existe

α > 0 tal que para cualquier x ∈ Rn existe un único z ∈ Rn que verifica:

‖Anz −Gn(x)‖ ≤ α para cualquier n ∈ Z. (1.1)

Definimos entonces H : Rn → Rn por H(x) = z donde z es el único punto que

verifica (1.1). En otras palabras ‖An(H(x))−Gn(x)‖ ≤ α ∀n ∈ Z. Verifiquemos

primeramente que H conjuga G con A. En efecto, tenemos que ‖An(A◦H(x))−
Gn(G(x))‖ ≤ α ∀n ∈ Z y por lo tanto H(G(x)) = A(H(x)). De ah́ı que nos

falta probar únicamente que H es un homeomorfismo.

H es continua: sea x ∈ Rn y sea xm una sucesión tal que xm → x. Quere-

mos probar que H(xm) → H(x). Sea H(xmk
) una subsucesión de H(xm) que

converge a un punto y y sea p ∈ Z cualquiera. Observamos que

‖Apy −Gp(x)‖ = ĺım
k
‖Ap(H(xmk

))−Gp(xmk
)‖ ≤ α

y por lo tanto y = H(x). Como H(xm) es un sucesión acotada (por serlo

xm) concluimos que H(x) es el único punto de acumulación de H(xm). Luego

H(xm) → H(x) y probamos que H es continua.

H es inyectiva: Esto es consecuencia de la expansividad de G. En efecto, supong-

amos que H(x1) = H(x2). Deducimos que ‖Gn(x1) − Gn(x2)‖ ≤ 2α ∀n ∈ Z y

por lo tanto x1 = x2.

H es sobreyectiva: Supongamos que ∃y ∈ Rn tal que H(x) 6= y ∀x ∈ Rn.

Consideremos B = B(0, 4α) la bola (cerrada) de radio 4α centrada en el origen
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y la función g : B → ∂B definida por g(x) = 4α H(x+y)−y
‖H(x+y)−y‖. Es fácil ver que si

x ∈ ∂B entonces g(x) 6= −x. Por lo tanto tenemos una función continua de la

bola en el borde de la misma y tal que en el borde es (isotópica a) la identidad.

Esto contradice el Teorema del punto fijo de Brower.

H−1 es continua: Es similar a la prueba de la continuidad de H.

1.2. Puntos fijos hiperbólicos: Teorema de Hart-

man

En lo que sigue M denotará una variedad riemanniana compacta conexa y

sin borde.

Definición 1.2.1. Sea f : M → M difeomorfismo y p un punto fijo de f. Dec-

imos que p es hiperbólico si Dfp : TpM → TpM es hiperbólico (no tiene valores

propios de módulo uno). Un punto periódico de peŕıodo k se dice hiperbólico si

es un punto fijo hiperbólico de fk.

Teorema 1.2.1 (Teorema de Hartman). Sea f : M → M un difeomorfismo

y p ∈ M un punto fijo hiperbólico de f. Entonces f y Dfp son localmente

conjugados. Mas precisamente, existe Up entorno de p en M y V entorno de 0

en TpM y un homeomorfismo h : U → V tal que

h ◦ f = Dfp ◦ h.

Demostración. Por ser un teorema local, usando cartas locales, podemos supon-

er que f : Rn → Rn y p = 0 = f(0) es punto fijo hiperbólico y consideremos el

mapa lineal hiperbólico A = Df0. Sea ε > 0 tal que si g : Rn → Rn es acotada

y tiene constante de Lipschitz menor que ε entonces A y A + g son conjugados

por la estabilidad de A (Teorema 1.1.1).

Por otra parte, escribimos f(x) = Ax + φ(x), donde φ es C1, φ(0) = 0

y Dφ0 = 0. Luego, existe δ > 0 tal que si ‖x‖ ≤ δ entonces ‖φ(x)‖ ≤ ε
8‖x‖ y

‖Dφx‖ < ε
2 . Consideremos una función “chichón”ρ : Rn → R tal que 0 ≤ ρ(x) ≤

1, ρ(x) = 1 si ‖x‖ ≤ δ/2, ρ(x) = 0 si ‖x‖ ≥ δ y ‖∇ρ(x)‖ ≤ 4
δ .

Sea G(x) = Ax + ρ(x)φ(x). Resulta que G(x) = f(x) si ‖x‖ ≤ δ/2 y

sup{‖G(x) − Ax‖ : x ∈ Rn} < ∞. Por otra parte DGx − A = ρ(x)Dφx +

φT .∇ρ(x) que es idénticamente nulo si ‖x‖ ≥ δ y cuando ‖x‖ ≤ δ tenemos:

‖DGx −A‖ ≤ |ρ(x)|‖Dφx‖+ ‖φ(x)‖‖∇ρ(x)‖ ≤ ε

2
+

ε

8
‖x‖4

δ
≤ ε.
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En consecuencia g = G − A tiene constante de Lipschitz menor que ε y con-

cluimos que existe H : Rn → Rn homeomorfismo tal que H ◦ G = A ◦ H.

Tomemos U = B(0, δ/2), V = H(U) y h = H/U . Como G = f en U concluimos

que h ◦ f = A ◦ h como queŕıamos.

Definición 1.2.2. Sea f : M → M un homeomorfismo y x ∈ M. Se define el

conjunto estable de x como

W s(x) = {y ∈ M : dist(fn(y), fn(x)) →n→+∞ 0}

y el inestable como

Wu(x) = {y ∈ M : dist(f−n(y), f−n(x)) →n→+∞ 0}.

Para ε > 0 definimos el conjunto estable e inestable local (de tamaño ε) como

W s
ε (x) = {y ∈ M : dist(fn(y), fn(x)) ≤ ε ∀n ≥ 0}

Wu
ε (x) = {y ∈ M : dist(f−n(y), f−n(x)) ≤ ε ∀n ≥ 0}.

Corolario 1.2.1. Sea f : M → M difeomorfismo y p ∈ M un punto fijo

hiperbólico. Existe ε > 0 tal que:

1. W s
ε (p) ⊂ W s(p) y Wu

ε (p) ⊂ Wu(p).

2. W s
ε (p) (respec. Wu

ε (p)) es una subvariedad topológica de la misma dimen-

sion que el espacio estable (respect. inestable).

3. W s(p) = ∪n≥0f
−n(W s

ε (p)) y Wu(p) = ∪n≥0f
n(Wu

ε (p)) y son subvar-

iedades topológicas inmersas en M.

Demostración. Queda como ejercicio.

En realidad, vale el siguiente teorema cuya demostración omitiremos:

Teorema 1.2.2 (Teorema de la variedad estable). Sea f : M → M difeomor-

fismo Cr y p ∈ M un punto fijo hiperbólico, TpM = Es⊕Eu su descomposición

en subespacios estable e inestable de Dfp. Entonces W s(p) y Wu(p) son sub-

variedades inmersas de clase Cr tangentes en p a Es y Eu respectivamente.

Definición 1.2.3. Sea f : M → M un difeomorfismo y p ∈ M un punto

fijo (periódico) hiperbólico TpM = Es ⊕ Eu su descomposición en subespacios

estable e inestable de Dfp. Decimos que p es:
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atractor si Es = TpM (y por lo tanto Eu = {0}).

repulsor si Eu = TpM (y por lo tanto Es = {0}).

silla si {0} 6= Es 6= TpM (y por lo tanto lo mismo ocurre con Eu). En este

caso definimos el ı́ndice de p como dimEs.

Observación 1.2.1. Sea f : M → M un difeomorfismo y p ∈ M un punto fijo

hiperbólico.

Si p es atractor =⇒ W s(p) es un abierto que contiene a p y Wu(p) = {p}.

Si p es repulsor =⇒ Wu(p) es un abierto que contiene a p y W s(p) = {p}.

Teorema 1.2.3 (Kupka-Smale). Existe un conjunto residual R en Diffr(M)

tal que si f ∈ R entonces:

1. Todo punto periódico de f es hiperbólico.

2. W s(p) y Wu(q) son transversales para cualquier p, q ∈ Per(f).

1.3. Sistemas de Anosov lineales en Tn.

Consideremos A ∈ SL(n,Z), es decir, una matriz con entradas enteras y de-

terminante ±1. Resulta que A induce un difeomorfismo en el toro Tn = Rn/Zn.

Definición 1.3.1. Sea A ∈ SL(n,Z) hiperbólica. El difeomorfismo inducido

f : Tn → Tn definido por

f ◦Π = Π ◦A

donde Π : Rn → Tn es la proyección canónica es llamado difeomorfismo de

Anosov lineal.

Teorema 1.3.1. Sea f : Tn → Tn un difeomorfismo de Anosov lineal. En-

tonces:

1. Per(f) = Ω(f) = Tn.

2. f es transitivo y topológicamente mixing.

3. f es expansivo.

4. Para cualquier z ∈ Tn, las variedades W s(z) y Wu(z) son densas en Tn.
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Demostración. Para simplificar y fijar ideas vamos a hacer la prueba en el caso

f : T2 → T2 dado por f ◦Π = Π ◦A donde

A =

(
2 1

1 1

)
.

Sea q ∈ Z y consideremos el conjunto Cq = {(m/q, n/q) : m,n ∈ Z}. Es fácil

ver que A(Cq) = Cq y por lo tanto f(Π(Cq)) = Π(Cq). Sin embargo Π(Cq)

es un conjunto finito y entonces cada punto de Π(Cq) es periódico. Por otro

lado ∪q∈ZCq es denso en R2 y aśı ∪q∈ZΠ(Cq) es denso en T2. Deducimos que

Per(f) = T2 como queŕıamos.

Como A es hiperbólica de entradas enteras y determinante 1 tenemos que

los valores propios λ, µ de A son irracionales y λ = µ−1, 0 < |λ| < 1 < |µ|. En

nuestro caso son positivos y λ = 3−√5
2 . Además concluimos que Es y Eu (los

subespacios propios asociados a λ y µ respectivamente) son rectas de pendiente

irracional. Por lo tanto Π(Es) y Π(Eu) son densas en T2. Sean U, V abiertos

cualesquiera en T2. Luego Π(Es) ∩ U 6= ∅ y Π(Eu) ∩ V 6= ∅. Sean Ũ y Ṽ

componentes conexas de Π−1(U) y Π−1(V ) respectivamente tales que Es∩Ũ 6= ∅
y Eu ∩ Ṽ 6= ∅. Se concluye fácilmente que existe n0 tal que An(Ũ)∩ Ṽ 6= ∅ para

todo n ≥ n0. Por lo tanto

fn(U) ∩ V ⊃ Π(An(Ũ) ∩ Ṽ ) 6= ∅, ∀n ≥ n0

y f es entonces topológicamente mixing.

Veamos que f es expansivo. Consideremos ε0 tal que si ‖x − y‖ < ε0 =⇒
‖Ax − Ay‖ < 1/4 y sean x̃, ỹ dos puntos de T2 tal que dist(fn(x̃), fn(ỹ)) ≤
ε0 ∀n ∈ Z. Fijemos x ∈ Π−1(x̃) y para cada n ∈ Z tomemos yn ∈ Π−1(fn(ỹ))

tal que ‖yn − Anx‖ ≤ ε0. Afirmamos que yn+1 = Ayn, n ∈ Z. En efecto,

como ‖yn − Anx‖ ≤ ε0 entonces ‖Ayn − An+1x‖ ≤ 1/4 y como hay un único

elemento de Π−1(fn+1(ỹ)) a distancia 1/4 de An+1x conclúımos que Ayn =

yn+1. Luego yn = Any0, ∀n ∈ Z y por lo tanto ‖Anx−Any0‖ ≤ ε0 ∀n ∈ Z. Por

la expansividad de A deducimos y0 = x y aśı x̃ = ỹ.

Por último observamos que dado x ∈ R2 se tiene que Π(x+Es)) y Π(x+Eu))

son densas en T2. Afirmamos que W s(Π(x)) = Π(x+Es) y Wu(Π(x)) = Π(u+

Es). En efecto, si y ∈ Es entonces ‖Anx − Any‖ →n→+∞ 0 y por lo tanto

dist(fn(Π(x)), fn(Π(y))) →n→+∞ 0 y esto implica Π(x + Es) ⊂ W s(Π(x)) (lo

cual ya implica que es densa). Por otro lado, consideremos ε0 como antes y
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sea ỹ ∈ T2 tal que ỹ ∈ W s(Π(x)). Existe n0 tal que dist(fn(Π(x)), fn(ỹ)) ≤
ε0, n ≥ n0. Para simplificar supondremos n0 = 0. Sea yn ∈ Π−1(fn(ỹ)) tal que

‖yn − Anx‖ ≤ ε0. Se deduce, razonando como anteriormente, que yn+1 = Ayn.

Pero entonces ‖Any0 − Anx‖ →n→+∞ 0 y luego y0 ∈ x + Es. Esto concluye la

demostración de W s(Π(x)) = Π(x + Es).

Teorema 1.3.2 (Estabilidad estructural de Anosov lineales). Sea f : Tn → Tn

un Anosov lineal. Existe ε tal que si g : Tn → Tn es un difeomorfismo ε-C1

cerca de f entonces g y f son conjugados.

Demostración. Sea A ∈ SL(n,Z) e hiperbólica tal que f ◦ Π = Π ◦ A. Sea

g : Tn → Tn difeomorfismo ε C1-cerca de f y sea G : Rn → Rn un levantamiento

(que es de clase C1) de g, es decir g ◦Π = Π◦G. Podemos escribir G(x) = Ax+

p(x) donde p : Rn → Rn es periódica en Zn. Resulta que supx∈Rn ‖p(x)‖ < ∞ y

‖Dpx‖ < ε.

Por la estabilidad de A : Rn → Rn (ver Teorema 1.1.1) concluimos que (si

ε es suficientemente chico) existe H : Rn → Rn tal que A ◦H = H ◦ G donde

H(x) es el único punto de Rn que verifica:

sup
m∈Z

‖Am(H(x))−Gm(x)‖ < ∞.

Afirmamos que si q ∈ Zn entonces H(x + q) = H(x) + q. En efecto, observamos

que para cada n, Gn = An + pn donde pn es periódica en Zn y por lo tanto

sup
m∈Z

‖Am(H(x) + q)−Gm(x + q)‖ =

= sup
m∈Z

‖Am(H(x)) + Amq −Am(x + q)− pm(x + q)‖ =

= sup
m∈Z

‖Am(H(x))−Gm(x)‖ < ∞

y por unicidad H(x + q) = H(x) + q. Por lo tanto podemos definir h : Tn → Tn

por h(Π(x)) = Π(H(x)). Resulta que h es un homeomorfismo y además:

f ◦ h ◦Π = f ◦Π ◦H = Π ◦A ◦H = Π ◦H ◦G = h ◦Π ◦G = h ◦ g ◦Π

es decir, f ◦ h = h ◦ g.

1.4. Herradura de Smale y puntos homocĺınicos

Vamos a considerar un difeomorfismo f : R2 → R2 tal que la imagen de

un cuadrado Q = I × I es como se indica en la figura 1.1, conocido como la
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herradura de Smale ([S]).

Tenemos entonces dos bandas horizontales H0 y H1 tal que f(Q) ∩ Q =

f(H0)∪f(H1) = I0∪I1 son dos bandas verticales. Supondremos que f/Hi
, i = 0, 1

es af́ın. En particular, las direcciones horizontales y verticales son preservadas

bajo f/Hi
y segmentos horizontales son contráıdos uniformemente y segmentos

verticales son expandidos uniformemente.

Podemos observar que

Q ∩ f(Q) ∩ f2(Q) = f(f(Q) ∩H0) ∪ f(f(Q) ∩H1)

son cuatro fajas verticales. En general
n⋂

j=0

f j(Q)

son 2n fajas verticales y se concluye que
⋂

j≥0

f j(Q) = K1 × I

donde K1 es un conjunto de Cantor en I, es decir, los puntos de Q cuya órbita

pasada siempre se mantiene en Q consiste en un conjunto de Cantor de ĺıneas

verticales.

De la misma forma se prueba que
⋂

j≥0

f−j(Q) = I ×K2

donde K2 es un conjunto de Cantor, es decir, los puntos de Q cuya órbita

futura siempre se mantiene en Q consiste en un conjunto de Cantor de ĺıneas

horizontales.

Aśı, el conjunto de puntos de Q cuya órbita siempre se mantiene en Q es

Λ =
⋂

j∈Z f j(Q) = K1 ×K2.

Observemos lo siguiente:
⋂m

j=−m f j(Q) consiste en 4n rectángulos cuyos diámetros convergen a cero

con m.

Sea Rm cualquiera de estos rectángulos. Entonces para cualquier −m+1 ≤
j ≤ m− 1 se verifica que f j(Rm) ⊂ I0 o f j(Rm) ⊂ I1.

Dados dos puntos x 6= y de Λ existe n ∈ Z tal que fn(x) y fn(y) no están

a la vez en I0 o I1.
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A B

CD

A       B      C       D

f(Q)

H 

H

I

I

0

0

1

1

Figura 1.1:

Consideremos Σ = {0, 1}Z y σ : Σ → Σ el shift (a la izquierda) de Bernoulli

(ver sección ??). Consideremos h : Λ → Σ de la siguiente manera:

h(x)(n) = i si fn(x) ∈ Ii, i = 0, 1.

Resulta que h es un homeomorfismo tal que h ◦ f = σ ◦ h. En efecto:

h continua: Si x, y pertenecen a un mismo rectángulo de
⋂m+1

j=−m−1 f j(Q) en-

tonces h(x)(j) = h(y)(j), −m ≤ j ≤ m.

h inyectiva: se deduce de lo observado anteriormente

h sobreyectiva: Sea {xn} ∈ Σ, entonces

Rm =
j=m⋂

j=−m

f−j(Ixj )

es un sucesión encajada de rectángulos cuya intersección consiste en un punto

x. Se deduce que h(x) = {xn}.
De estas propiedades y el hecho que Λ es compacto concluimos que h es un

homeomorfismo. Además:
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h(f(x))(n) = i ⇔ fn+1 ∈ Ii ⇔ i = h(x)(n + 1)

es decir, h ◦ f = σ ◦ h. En conclusión hemos probado el siguiente teorema.

Teorema 1.4.1. Sea Λ = ∩n∈Zfn(Q). Entonces Λ es un conjunto de Cantor y

f/Λ es conjugado al shift σ : Σ → Σ donde Σ = {0, 1}Z. En particular:

1. Los puntos periódicos son densos en Λ.

2. f/Λ es transitivo y topolǵicamente mixing.

3. W s(x) ∩ Λ y Wu(x) ∩ Λ son densos en Λ para x ∈ Λ.

Observación 1.4.1. Una construcción similar y un resultado análogo puede re-

alizarse en Rm con un cubo Im.

Definición 1.4.1. Sea f : M → M un difeomorfismo y p un punto fijo (periódi-

co) hiperbólico. Un punto x ∈ W s(p) ∩ Wu(p) diferente de p se llama punto

homocĺınico. Se dice además que es transversal si la intersección W s(p)∩Wu(p)

es transversal en x. La órbita de un punto homoclńico (transversal) es llamada

órbita homocĺınica (transversal).

Situaciones como la herradura vista anteriormente aparecen siempre que

tengamos un punto homocĺınico transversal:

Teorema 1.4.2 (Birkhoff-Smale). Sea f : M → M un difeomorfismo, p un

punto fijo hiperbólico y x un punto homocĺınico transversal. Entonces existe

N > 0 y un conjunto fN invariante Λ (que contiene p y x) tal que fN
/Λ es

conjugado al shift de Bernoulli (de dos śımbolos). 1

1El conjunto Λ es además un conjunto hiperbólico (ver definición 2.1.1).



Caṕıtulo 2

Difeomorfismos de Anosov

en T2.

Allegro

En este caṕıtulo estudiaremos difeomorfismos de Anosov como ejemplo base

de la dinámica hiperbólica. Recordemos que un difeomorfismo de Anosov en el

toro es un difeomorfismo f : T2 → T2 tal que TT2 = Es ⊕ Eu descomposición

continua e invariante por Df y existen constantes C > 0 y 0 < λ < 1 tal que

‖Dfn
/Es‖ ≤ Cλn; ‖Df−n

/Eu‖ ≤ Cλn

Por simplicidad asumiremos que C = 1. Decimos que Es es integrable si para

todo x existe subvariedad de dimension 1 inmersa J (que también llamaremos

curva integral) tal que x ∈ J y tal que si y ∈ J entonces TyJ = Es(y). Decimos

que es únicamente integrable si J y W son dos curvas integrales entonces J ∩W

es abierto en J y en W. Observar que si J es una curva integral, también lo

es f(J). Además si J es un arco compacto de una curva integral, entonces

`(fn(J)) ≤ λn`(J) donde `(J) denota la longitud.

Para cada x ∈ T2 tomemos Xs(x) ∈ Es y Xu(x) ∈ Eu vectores unitarios.

Podemos tomar estos campos unitarios tangentes de forma que vaŕıen contin-

uamente. Observemos que Es es (únicamente) integrable si ẋ = Xs(x) tiene

solución (única).

Teorema 2.0.3. Es y Eu son únicamente integrables.

15
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Observemos que por el Teorema de Peano los campos Xsy Xu son integrables

(y por lo tanto Esy Eu son integrables). Debemos mostrar solamente la unicidad.

Y este es un problema de unicidad local.

Para cada x ∈ T2 denotaremos por Rε(x) al conjunto (identificado via

el mapa exponencial) Bs
ε (x) × Bu

ε (x) donde Bj
ε (x) es una bola de radio ε en

Ej(x), j = s, u centrada en 0 ∈ TxT2 Denotaremos por ∂sRε(x) a {±ε} × Bu
ε .

Análogamente ∂uRε(x). Si y ∈ Rε(x) denotaremos por Js
ε (y) a la componente

conexa de la curva integral por y de Xs intersección Rε que contiene a y. Y

de forma análoga Ju. Los siguientes lemas son consecuencia inmediata de la

continuidad e invariancia de Es y Eu.

Lema 2.0.1. Para todo ε suficientemente chico existe δ tal que si y ∈ Rδ(x) en-

tonces Js
ε (y)∩∂uRε = ∅ y Js

ε (y) interseca ambas componentes de ∂sRε. Análoga-

mente para Ju
ε (y).

Lema 2.0.2. Dado ε existe δ tal que si w ∈ Ju
ε (y)) y w, y ∈ Rδ(x) entonces

existe curva integral de Eu por f(y) tal que f(w) ∈ Ju
ε (f(y)) (con respecto a

Rε(f(x).)

Ahora estamos en condiciones de demostrar la unicidad. Supongamos que no

es (localmente) únicamente integrable. Supongamos por absurdo que existen dos

curvas integrales locales de Es por x. Como el conjunto donde ellas coinciden es

cerrado, el complemento es abierto y sea z un punto del borde de una compo-

nente conexa. Se concluye que por z tenemos dos curvas integrales también. Sea

ε suficientemente chico y sea δ como en los lemas previos. Sean J1 = Js
ε,1(z) y

J2J
s
ε,2(z) las dos curvas integrales. Por lo anterior existen y ∈ J1, w ∈ J2, y 6= w

tales que y, w ∈ Rδ(z) y w ∈ Ju
ε (y). Luego, como tanto y y w están en curvas

integrales de Es por z concluimos que fn(y), fn(w) ∈ Rδ(fn(z) y aplicando

el segundo lema inductivamente concluimos que fn(w) ∈ Ju
ε (fn(y)). Pero en-

tonces:

d(y, w) = d(f−n(fn(y)), f−n(fn(w))) ≤ λn`(Ju
ε (fn(y))) ≤ λn4ε → 0

y por lo tanto y = w lo cual es una contradicción.

Observación 2.0.2. Un razonamiento análogo al anterior muestra que si fn(y) ∈
Rδ(fn(x)) para todo n ≥ 0 entonces y ∈ Js

δ (x).
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Denotaremos por W s(x) la curva integral maximal de Es por x. Análoga-

mente Wu(x). También denotemos por W s
ε (x) la curva integral de Es por x de

longitud 2ε centrada en x. Tenemos entonces el siguiente:

Corolario 2.0.1. Sea f : T2 → T2 un difeomorfismo de Anosov. Entonces:

1. W s(x) = {y : d(fn(y), fn(x)) →n→+∞ 0}.

2. Si ε es suficientemente chico entonces

W s
ε (x) = {y : d(fn(x), fn(y) < ε, n ≥ 0}

3. W s(x) = ∪n≥0f
−n(W s

ε (fn(x).

4. W s
ε (x) es un subvariedad encajada y W s es una subvariedad inmersa.

Análogamente para Wu(x).

Otra consecuencia interesante de lo anterior es la estructura de producto

local:

Corolario 2.0.2. Existe δ > 0 tal que para todo x ∈ T2 existe h : [−δ, δ]2 →
T2 homeomorfismo sobre su imagen tal que h(t, .) ⊂ W s

ε (h(t, 0)) y h(., s) ⊂
Wu

ε (h(0, s) y h(0, 0) = x.

Demostración. Basta considerar h(s, t) = Js
ε (t, 0)∩Ju

ε (0, s) via la identificación

hecha anteriormente en Rδ(x). Esta función h esta bien definida, es continua e

inyectiva y (por invariancia del dominio) homeo sobre su imagen.

Haciendo abuso de notación, denotaremos este entorno con producto local

por Rδ(x) ' W s
δ (x)×Wu

δ (x). Denotaremos por πsy πu las proyecciones a lo largo

de la foliación estable e inestable respectivamente en Rδ(x). Ahora analizaremos

las consecuencias dinámicas de lo hecho hasta ahora.

Teorema 2.0.4. Sea f : T2 → T2 un difeomorfismo de Anosov. Entonces

Per(f) = Ω(f).

Demostración. Sea x ∈ Ω(f) no periódico. Sea ε chico y sea Rδ(x) un entorno

de x con estructura de producto local. Sea η > 0 tal que si d(y, x) < η entonces

W s
η (y) ⊂ Rδ(x). Sea n0 tal que λnε < η si n ≥ n0. Como x ∈ Ω(f) y x no
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es periódico entonces existe y tal que d(x, y) < η y d(x, fn(y)) < η para algún

n ≥ n0. Consideremos el siguiente mapa P : W s
δ (x) → W s

δ (x) como sigue:

P (z) = πu ◦ fn(Wu
ε (z) ∩W s

ε (y).

Este mapa es continuo y de un intervalo en si mismo. Luego existe z tal que

P (z) = z. Esto significa que si w = Wu
ε (z) ∩W s

ε (y) entonces fn(w) ∈ Wu
ε (w).

Luego f−n(Wu
ε (fn(w))) ⊂ Wu

λnε(w) ⊂ Wu
ε (fn(w). Luego existe p ∈ Wu

ε (fn(w))

tal que f−n(p) = p, es decir p ∈ Rδ(x) es periódico.

Lema 2.0.3. Existe p ∈ Per(f) tal que p 6= W s(p) ∩Wu(p).

Demostración. Si Ω(f) 6= Per(f) el resultado se concluye por la existencia de

infinitos puntos periódicos en un entorno con estructura de producto local. Bas-

ta ver el caso en que Ω(f) = Per(f) (y de hecho el resultado muestra que

esto es imposible). Tenemos que hay una cantidad finita de puntos periódicos

y tomando una potencia podemos suponer que son todos fijos. Sea p1 fijo. Si

el resultado no es cierto entonces Wu(p1)−Wu
ε (p1) ∩ Rδ(p1) = ∅. Por otro

lado Wu(p1)−Wu
ε (p1) es invariante en el futuro. Luego existe un punto fijo

p2 ∈ Wu(p1)−Wu
ε (p1). Por lo tanto Wu(p1) ∩ W s(p2) 6= ∅. Razonando in-

ductivamente, y como hay una cantidad finita de puntos fijos (periódicos de f)

concluimos que existen pi1 , . . . , pik
tal que

Wu(pij ) ∩W s(pij+1) 6= ∅, ; j = 1, ..., k − 1; Wu(pik
) ∩W s(pi1) 6= ∅.

El resultado se concluye fácilmente.

Teorema 2.0.5. Sea f : T2 → T2 difeomorfismo de Anosov. Entonces Ω(f) =

T2. Además W s(x) y Wu(x) son densas en T2 para cualquier x.

Demostración. Orientemos la foliación estable según la dirección del campo Xs

y lo mismo con la foliación inestable. Sea p como en el lema anterior y que

lo supondremos fijo (tomando una potencia de f si es necesario). Sea Rδ(p)

entorno con estructura de producto local de p. Consideremos la primera vez

que la variedad estable de p retorna a Rδ(p). Podemos entonces considerar una

curva simple cerrada C = [p, q]s ∪ ` donde [p, q]s ⊂ W s
K(p) es un arco dentro de

la variedad estable de p y ` es un arco que une q con p y contenido en Rδ(p).

Podemos hacer esto de forma que la foliacion inestable sea transversal a C. Como

no hay variedades inestables cerradas concluimos (por Poincare-Bendixon) que
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existe L tal que Wu
L(x) ∩ C 6= ∅ para cualquier x. Pero si Wu

L(x) ∩ ` entonces

Wu
L+ε ∩ W s

K+ε(p) 6= ∅. Por comodidad, hacemos L = L + ε y K = K + ε.

Probemos ahora que W s(p) es densa en T2. Sea U un abierto cualquiera y sea

y ∈ U. Sea η tal que Wu
η (y) ⊂ U. Consideremos n tal que λnL < η. Luego,

tomando x = fn(y) sea w ∈ Wu
L(x) ∩W s

K(p). Luego, f−n(w) ∈ Wu
η (y) ⊂ U y

w ∈ W s(p).

De forma análoga se prueba que Wu(p) es densa en T2. Por lo tanto W s(p)∩
Wu(p) es denso en T2 y se concluye que Ω(f) = T2.

Probemos ahora que cualquier variedad inestable es densa. Para ello volva-

mos a considerar la curva C cerrada transversal a la foliacion estable. Tenemos

P : C → C el mapa del primer retorno según la orientación dada por Xu. Luego,

P es un homeomorfismo del circulo que preserva orientación. Como Wu(p) es

densa en T2 concluimos que P tiene una orbita densa. Pero entonces P es con-

jugado a una rotación irracional y por lo tanto toda orbita es densa. De aqúı se

concluye que toda hoja inestable es densa en el toro.

Teorema 2.0.6. Sea f : T2 → T2 un difeomorfismo de Anosov. Entonces:

1. Existe A : T2 → T2 Anosov lineal tal que f es conjugado a A.

2. f es estructuralmente estable (y Ω-estable.)

Demostración. Denotemos por F = A + p el levantamiento de f a R2 donde

A ∈ SL(2,Z) y p es Z2 periódica. Sean W̃ s, W̃u los levantamientos de la fo-

liacion estable e inestable respectivamente. Denotemos por Ds la distancia a

lo largo de W̃ s de dos puntos que estén sobre la misma hoja estable. Veamos

que existe C, E > 0 tal que Ds(x, y) ≤ Cd(x, y) + E. Sea C una curva simple

cerrada en T2 transversal a la foliacion estable. Observemos que π−1(C) es una

colección discreta de curvas (que separan R2), sea D la minima distancia entre

dos distintas de ellas y sea

ρ = máx{Ds(x, y) : x, y ∈ π−1(C), (x, y)s ∩ π−1(C) = ∅.

Sean ahora dos puntos x, y que pertenecen a una misma hoja estable, y ∈ W̃ s(x).

Sea n el numero de cortes que tiene [x, y]s ∩ π−1(C). Luego

Ds(x, y) ≤ (n + 1)ρ ≤ ρ

D
(n− 1)D + 2ρ ≤ ρ

D
d(x, y) + 2ρ = Cd(x, y) + E.

Obviamente tenemos un resultado análogo para Du. Probemos ahora que A es

hiperbólica. Basta mostrar que A tiene un valor propio de módulo mayor que
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uno. Supongamos que no. Sea µ < λ−1. Entonces

limsupn→+∞
1
n

log‖An‖ ≤ 1

Luego, existe n0 tal que ‖An‖ ≤ µn. Por otra parte Fn = An + pn con pn =

Σn1
j=0A

jp(Fn−1−j). Ahora, si x, y están en una misma hoja inestable, entonces

d(Fn(x), Fn(y)) < (K0 + K1µ
n) d(x, y).

Pero por otra parte tenemos que

d(Fn(x), Fn(y)) ≥ 1
C

Du(Fn(x), Fn(y))− E

C
≥ λ−n

C
Du(x, y)− E

C
.

Si n es grande obtenemos una contradicción.

Luego A es hiperbólica y concluimos que F es semiconjugado a A (y f es

semiconjugado a A.) Es decir H : R2 → R2 continua y sobre tal que H◦F = A◦H
y sabemos que ‖H − Id‖ ≤ K para algún K > 0. Para ver que es conjuga-

do basta ver que F tiene constante de expansividad infinita. Observemos que

H(W̃ s(x)) ⊂ Es
A(H(x)). Además H es inyectiva en cada hoja estable. Con-

cluimos aśı que W̃ s(x) esta en una banda de ancho K con respecto a Es
A(H(x)).

Análogamente para las hojas inestables. Luego concluimos que hay estructura

de producto global y F tiene constante de expansividad infinita. Esto muestra

que A y F son conjugados, y por lo tanto A y f son conjugados en T2. Por otra

parte, si g esta C1 cerca de f entonces g es Anosov y también es isotópico a A.

Luego g y A son conjugados y por lo tanto g y f son conjugados, es decir, f es

estructuralmente estable.

2.1. Algunos resultados de dinámica hiperbólica

En esta sección enunciaremos (sin demostración) algunos resultados princi-

pales de la teoŕıa hiperbólica. El lector interesado podrá consultar por ejemplo

[Sh], [KH] y las referencias alĺı incluidas.

Definición 2.1.1. Sea f : M → M un difeomorfismo. Un conjunto compacto

e invariante Λ se dice que es hiperbólico si para cada x ∈ Λ existen subespacios

Es(x) ⊂ TxM y Eu(x) ⊂ TxM que verifican:

1. TxM = Es(x)⊕ Eu(x).
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2. Dfx(Es(x)) = Es(f(x)) y Dfx(Eu(x)) = Eu(f(x)).

3. Existen constantes C > 0 y 0 < λ < 1 tal que

a) ‖Dfn
x v‖ ≤ Cλn‖v‖ ∀v ∈ Es(x) y n ≥ 0.

b) ‖Df−n
x v‖ ≤ Cλn‖v‖ ∀v ∈ Eu(x) y n ≥ 0.

Como ejemplos básicos de conjuntos hiperbólicos ya vimos los difeomorfismos

de Anosov lineales y la herradura de Smale.

Teorema 2.1.1 (Teorema de la variedad estable). Sea f : M → M un difeo-

morfismo Cr y Λ un conjunto hiperbólico. Entonces existe ε > 0 tal que para

cualquier x ∈ Λ se verifica:

1. W s
ε (x) es una subvariedad Cr tal que TxW s

ε (x) = Es(x).

2. W s
ε (x) ⊂ W s(x)

3. W s(x) = ∪n≥0f
−n(W s

ε (fn(x))) y es una subvariedad (inmersa) de clase

Cr y vaŕıa continuamente (como subvariedades Cr y en subconjuntos com-

pactos) con x.

Obviamente hay un resultado análogo para Wu ya que Wu(x, f) = W s(x, f−1).

Definición 2.1.2. Sea f : M → M un difeomorfismo. Decimos que f es:

difeomorfismo de Anosov o globalmente hiperbólico si M es conjunto hi-

perbólico.

hiperbólico si el conjunto ĺımite L(f) es hiperbólico.

Axioma A si el conjunto no errante Ω(f) es hiperbólico y además Ω(f) =

Per(f).

Un caso muy particular de difeomorfismos Axioma A son los difeomorfismos

Morse-Smale:

Definición 2.1.3. Un difeomorfismo f : M → M es llamado Morse-Smale si

#Per)f) < ∞ y todos los puntos periódics de f son hiperbólicos.

Ω(f) = Per(f).

W s(p) y Wu(q) se intersecan transversalmente para cualquier p, q ∈ Per(f).
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Teorema 2.1.2. Se verifican la siguientes implicaciones:

Anosov =⇒ Axioma A =⇒ hiperbólico.

Axioma A ⇐⇒ hiperbólico y L(f) = Ω(f).

Teorema 2.1.3 (Descomposición espectral). Sea f : M → M un difeomor-

fismo hiperbólico. Entonces L(f) = Λ1 ∪ · · · ∪ Λm donde Λi, i = 1, · · · ,m

son conjuntos compactos, f -invariantes, dos a dos disjuntos y transitivos (lla-

madas piezas básicas). Además, cada Λi, i = 1, ..m se descompone a su vez

en una union disjunta de conjuntos compactos Λi = Λi1 ∪ · · · ∪ Λini
tal que

f(Λij) = Λi(j+1), j = 1, , ..., ni − 1, f(Λini) = Λi1, fni

/Λij
es topológicamente

mixing y W s(x) es densa en Λij ∀x ∈ Λij .

Observación 2.1.1. El teorema de Descomposición espectral para Axioma A

es debido a Smale, la extensión para difeomorfismos hiperbólicos es debida a

Newhouse)

Teorema 2.1.4 (Estabilidad local). Sea f : M → M un difeomorfismo y Λ un

conjunto hiperbólico. Entonces existe un entorno C1 de f , U(f) y un entorno

U de Λ tal que si g ∈ U(f) existe un conjunto Λg ⊂ U hiperbólico para g tal que

f/Λ y g/Λg
son conjugados.

Antes de enunciar el siguiente teorema precisamos algunas definiciones.

Definición 2.1.4. Sea f : M → M un difeomorfismo.

Decimos que f es Cr-estructuralmente estable si existe un entorno U(f) ⊂
Diffr(M) tal que si g ∈ U(f) entonces existe un homeomorfismo h : M →
M tal que h ◦ f = g ◦ h.

Decimos que f es Cr-Ω-estable si existe un entorno U(f) ⊂ Diffr(M) tal

que si g ∈ U(f) entonces existe un homeomorfismo h : Ω(f) → Ω(g) tal

que h ◦ f/Ω(f) = g/Ω(g) ◦ h.

Definición 2.1.5. Sea f : M → M un difeomorfismo Axioma A.

Decimos que satisface la condición de transversalidad si W s(x) y Wu(y)

se intersecan transversalmente para cualquier x, y ∈ Ω(f).

Decimos que f tiene un ciclo si existen piezas básicas Λi1 , · · · , Λik−1 , Λik
=

Λi1 tales que

Wu(Λij )− Λij

⋂
W s(Λij+1)− Λij+1 6= ∅, 1 ≤ j ≤ k − 1.
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Teorema 2.1.5 (Estabilidad global). Sea f : M → M un difeomorfismo Cr.

Entonces:

1. Si f es Anosov =⇒ f es Cr-estructuralmente estable.

2. Si f es Axioma A y satisface la condición de transversalidad =⇒ f es

estructuralmente estable

3. Si f es Axioma A y no tiene ciclos =⇒ f es Cr Ω-estable.

Uno de los resultados mas sorprendentes de esta teoŕıa es (y que veremos

una demostración en un caso particular en el caṕıtulo ??:

Teorema 2.1.6 (Mañe [M1]). Sea f : M → M C1 estructuralmente estable.

Entonces f es Axioma A.



Caṕıtulo 3

Perturbaciones en la

topoloǵıa C1.

Adagio ma non troppo

En este capitulo estudiaremos algunas técnicas de perturbación que utilizare-

mos en los caṕıtulos siguientes.

3.1. Lema de Franks

El siguiente lema es de uso frecuente en la topoloǵıa C1.

Lema 3.1.1. Sea f : M → M un difeomorfismo C1 y sea U(f) un entorno

de f. Entonces existe U0(f) ⊂ U(f) y ε > 0 tal que si g ∈ U0(f), S ⊂ M es

un conjunto finito S = {p1, p2, . . . pm} and Li, i = 1, . . . , m son mapas lineales

Li : TMpi → TMf(pi) tales que ‖Li −Dpig‖ ≤ ε, i = 1, . . . , m entonces existe

g̃ ∈ U(f) tal que g̃(pi) = g(pi) y Dpi g̃ = Li. Además, si U es un entorno de S

podemos tomar g̃ tal que g̃(x) = g(x) para todo x ∈ {p1, p2 . . . pm} ∪ (M\U).

Idea la prueba. La demostración se basa en la siguiente estimación:

Sea g(x) = Ax + φ(x) con Dg0 = A, φ(0) = 0 y Dφ0 = 0, φ de clase C1. Sea

L lineal tal que ‖L−A‖ < ε.

Sea δ suficientemente chico tal ‖Dφx‖ ≤ ε si ‖x‖ ≤ δ. Consideremos una fun-

ción “chichón”ρ : Rn → R tal que 0 ≤ ρ(x) ≤ 1, ρ(x) = 1 si ‖x‖ ≤ δ/2, ρ(x) = 0

si ‖x‖ ≥ δ y ‖∇ρ(x)‖ ≤ 4
δ .

24
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Sea G(x) = g(x) + ρ(x)(Lx− g(x)). Resulta que G(x) = Lx si ‖x‖ ≤ δ/2 y

G(x) = g(x) si ‖x‖ > δ. Para estimar la distancia C1 entre Gy g basta estudiar

cuando ‖x‖ < δ. Obviamente ‖G(x)− g(x)‖ ≤ ‖L−A‖‖x‖+ ‖φ(x)‖ < 2ε‖x‖.
Por otra parte DGx −Dgx = ρ(x)(L−A−Dφx) + ((L−A)x− φ)T .∇ρ(x)

‖DGx −Dgx‖ ≤ |ρ(x)|(‖L−A‖+ ‖Dφx‖) + ε‖∇ρ(x)‖ ≤ 2ε + 2ε‖x‖4
δ
≤ 10ε.

El lema se concluye de la estimación anterior usando cartas locales (via mapa

exponencial) en cada punto x ∈ S.

3.2. Producto de matrices

Consideremos G(M) = {A ∈ GL2(R) : ‖A‖ ≤ M}. Si A = An . . . A1 con

Ai ∈ G(M) denotemos por

B(A, ε) = {B ∈ GL2(R) : B = A′n . . . A′1 con ‖A′i −Ai‖ < ε, i = 1, ..., n.}

Lema 3.2.1. Sea A = An . . . A1 con Ai ∈ G(M) y tal que A es hiperbólica tipo

silla. Sean λ, σ los valores propios de A, 0 < |λ| < 1 < |σ|. Supongamos que

existe ε > 0 tal que si A′ ∈ B(A, ε) también es hiperbólica. Entonces, existe ε1

tal que |λ| < ( 1
1+ε1

)n y |σ| > (1 + ε1)n.

Demostración. Sea ε1 < ε/M. Luego si ‖C − I‖ < ε1 entonces ‖CB −B‖ < ε si

B ∈ G(M). Supongamos, por ejemplo, que ( 1
1+ε1

)n < |λ| < 1. Sea µ = |λ|1/n y

sea A′i = 1
µAi y sea A′ = A′n . . . A′1. Sea v tal que Av = λv. Entonces A′v = λ

µn v

y A′ no es hiperbólica.

El siguiente lema nos dice que si en una matriz hiperbólica el ángulo entre el

espacio estable e inestable es muy chico entonces con una pequeña perturbación

logramos que no sea hiperbólica.

Lema 3.2.2. Sea A =

(
λ K

0 σ

)
con 0 < |λ| < 1 < σ. Supongamos que

|σ − λ| > c > 0. Sea 0 < ε1 < 1/2 y sea ε0 < ε1 tal que 2ε0
c < ε1. Entonces, si

∣∣σ−λ
K

∣∣ < ε0 existe η, |η| < ε1 tal que

(
1 0

η 1

)
A tiene valor propio 1.
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��

������

e

f

v

av

Figura 3.1: Si hay ángulos pequeños, hay puntos cuya imagen está cerca.

Demostración.

Det

((
1 0

η 1

)
A− Id

)
= (σ − 1)(λ− 1)− ηK.

Luego, si η = (σ−1)(λ−1)
K se tiene que

(
1 0

η 1

)
A tiene valor propio 1. Es

inmediato ver que |η| < ε1.

Corolario 3.2.1. Sea ε > 0. Existe α tal que si A = An . . . A1 es hiperbólica

con Ai ∈ G(M) y se cumple que A′ es hiperbólica para cualquier A′ ∈ B(A, ε)

entonces se tiene que ^(Es
A, Eu

A) > α.

Demostración. Sea ε1 como en el lema 3.2.1 y sea c = ε1. Consideremos ε0

como en el lema 3.2.2. Basta tomar entonces tan(α) = ε0. Puesto que si el

resultado no fuera cierto basta expresar A en la base Es
A ⊕ (Es

A)⊥ y considerar

A′n =

(
1 0

η 1

)
An y A′i = Ai, i = 1, ..., n−1. con η como en lema anterior.

Sea A = An, ...A1 con Ai ∈ G(M). Denotaremos por A(i) = Ai . . . A1; 1 ≤
i ≤ n. Si A es hiperbólica, sea Es

i = A(i)Es
A y Eu

i = A(i)Eu
A.

Observación 3.2.1. Si A = An...A1 es hiperbólica y también lo es cualquier

A′ ∈ B(A, ε) entonces C = Am...A1.An...Am+1 y cualquier matriz en B(C, ε)

también es hiperbólica. Por lo tanto, en estas condiciones ^(Es
i , Eu

i ) > α.
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Lema 3.2.3. Sea ε > 0. Existe m > 0 tal que si Ai ∈ G(M), i = 1, . . . , n

con n > m y A = An...A1 es hiperbólica y A′ es hiperbólica para cualquier

A′ ∈ B(A, ε) entonces si v ∈ Es
A, w ∈ Eu

A con ‖v‖ = ‖w‖ = 1 se tiene que

‖A(m)v‖
‖A(m)(w)‖ <

1
2
.

Demostración. Observemos primero que existe α tal que si A = An . . . A1 es

hiperbólica y toda matriz en B(A, ε) es hiperbólica, entonces para cualquier

A′ ∈ B(A, ε/2) se tiene que ^(Es
A′ , E

u
A′) > α.

Por otra parte si A = An...A1 es hiperbólica y ^(Es
i , Eu

i ) > α para i = 1, ..., n

entonces para cada i podemos definir una nueva métrica <,>i declarando que

Es
i y Eu

i sean ortogonales. Estas métricas son “uniformemente” equivalentes a

la métrica original. En particular, dado ε1 existe ε0 tal que ‖C‖i < ε0 entonces

‖C‖ < ε1. También, dado β0 existe β1 tal que si el ángulo entre dos subespacios

es menor que β1 según <,>i entonces el ángulo según la métrica original es

menor que β0. Tomemos β0 < α y consideremos este β1.

Hecha esta observación probemos la existencia de m. Sea ε1 = ε/2M y sea

ε0 < ε1 como recién observamos. Sea m tal que 2(1 + ε0)m−1 > 1
β1

. Afirmamos

que este m es el buscado. Razonando por absurdo, supongamos que si A es como

en el enunciado, entonces
‖A(m)v‖
‖A(m)(w)‖ ≥

1
2
.

Con respecto a la descomposición Es
i ⊕ Eu

i definamos A′i = Ai

(
1 + ε0 0

0 1

)

si i = 2, ..., n− 1. Observemos que

AnA′n−1...A
′
2A1

(
ε0

1

)
=

(
(1 + ε0)n−2λε0

σ

)

ya que no se han modificado los subespacios invariantes. Sea η = (1+ε0)
n−2λε0
σ .

Se tiene que |η| < ε0 ya que |λ| < (1 + ε1)−n. Consideremos ahora

A′1 = A1

(
1 ε0

0 1

)
y A′n =

(
1 −η

0 1

)
An.

Tenemos que A′ = A′n . . . A′1 ∈ B(A, ε/2). Además Es
A′ = Es

A. Por otra parte

A′
(

0

1

)
= A′nA′n−1...A

′
2A1

(
ε0

1

)
=

(
1 −η

0 1

)(
ησ

σ

)
=

(
0

σ

)
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y por lo tanto Eu
A′ = Eu

A. Por otra parte

^(A′(m)(Es
A′), A

′(m)(Eu
A′)) <

‖A′(m)w‖
‖A′(m)(v)‖

≤ ‖A(m)w‖
(1 + ε0)m−1‖A(m)(v)‖ ≤

1
2(1 + ε0)m−1

< β1.

Esto es absurdo pues A′ ∈ B(A, ε/2) y por lo tanto los ángulos (según la métrica

original) de los subespacios invariantes son > α.

3.3. Aplicaciones a Diff 1(M).

Sea M una superficie. Denotemos por F1(M) al interior del conjunto de los

difeomorfismos tal que todos sus puntos periódicos son hiperbólicos. Luego, si

f ∈ F1(M) entonces existe U entorno de f tal que si g ∈ U y p ∈ Per(g)

entonces p es hiperbólico.

Sea Pers(f) el conjunto de los puntos periódicos (hiperbólicos) tipo silla.

Teorema 3.3.1. Sea f ∈ F1(M). Entonces:

1. Existe 0 < λ < 1 tal que si p ∈ Pers(f) es un punto periódico de periodo

n entonces

‖Dfn
/Es(p)‖ < λn y ‖Df−n

/Eu(p)‖ < λn.

2. Existe m > 0 tal que si p ∈ Pers(f) entonces

‖Dfm
/Es(p)‖.‖Df−m

Eu(fm(p))‖ <
1
2
.

Demostración. Sea U ⊂ F1(M) entorno de f. Utilizando el lema de Franks

vemos que existe ε > 0 tal que si p ∈ Pers(f) y Li : Tfi(p)M → Tfi+1(p)M ; i =

0, ..., n− 1 donde n = per(p) verifican ‖Li −Dffi(p)‖ < ε entonces existe g ∈ U
tal que O(p, g) = O(p, f) y Dgfi(p) = Li. Identificando cada plano tangente con

R2 y haciendo Ai = Dffi(p) tenemos que A = An . . . A1 es hiperbólica y toda

matriz en B(A, ε) también es hiperbólica. De la sección anterior se concluye el

resultado.



Caṕıtulo 4

Estabilidad Estructural

Rondo

El objetivo de este caṕıtulo es demostrar el siguiente:

Teorema 4.0.2. Sea f : T2 → T2 difeomorfismo C1 estructuralmente estable y

tal que Ω(f) = T2. Entonces f es un difeomorfismo de Anosov.

4.1. Descomposición dominada

Definición 4.1.1. Sea f : M → M un difeomorfismo de superficie. Un conjunto

invariante Λ tiene descomposición dominada si para cada x ∈ Λ existe una

descomposición del espacio tangente TxM = E(x) ⊕ F (x) (ambos no triviales)

tales que:

1. DfxE(x) = E(f(x)) y DfxF (x) = F (f(x)).

2. Existen constantes C > 0 y 0 < λ < 1 tal que

‖Dfn
/E(x)‖‖Df−n

/F (fn(x))‖ ≤ Cλn, n ≥ 0

Teorema 4.1.1. Sea f : M → M un difeomorfismo de superficie y sea Λ un

conjunto con descomposición dominada. Entonces:

1. Λ también tiene descomposición dominada.

2. Los fibrados E(x)y F (x) vaŕıan continuamente.

29
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3. El ángulo entre E y F esta acotado uniformemente por debajo.

Demostración. Si x ∈ Λ tomamos xn ∈ Λ tal que xn → x y podemos suponer

que E(xn) y F (xn) convergen a subespacios E(x) y F (x). Definimos E(fn(x)) =

Dfn(E(x)) y análogamente hacemos con F (fn(x)) para cualquier n ∈ Z. Se

deduce inmediatamente que si z = fm(x) entonces

‖Dfn
/E(z)‖‖Df−n

/F (fn(z))‖ ≤ Cλn, n ≥ 0.

Por otra parte, si para otra sucesión yn → x tenemos que E(yn) converge a

Ẽ 6= E(x) tomemos v ∈ Ẽ con ‖v‖ = 1 y sea v = vE + vF . Luego

‖Dfn
/Ẽ
‖ = ‖Dfnv‖ ≥ ‖DfnvF ‖ − ‖DfnvE‖ ≥ (

1‖vF ‖
‖vE‖Cλn

− ‖vE‖)‖Dfn
/E‖

es decir
‖Dfn

/Ẽ
‖

‖Dfn
/E
‖ → ∞. Intercambiando los papeles de E y Ẽ llegamos a una

contradicción. Esto muestra que la extension esta bien definida y además la

continuidad de E(x) y F (x). También muestra que los ángulos están uniforme-

mente acotados por debajo (de los contrario tendŕıamos que E(xn) y F (xn)

convergen al mismo subespacio para alguna sucesión xn).

Teorema 4.1.2. Sea f : T2 → T2 difeomorfismo C1 estructuralmente estable

y tal que Ω(f) = T2. Entonces existe descomposición dominada en todo T2.

Además, existe 0 < λ < 1 tal que si p ∈ Per(f) es un punto periódico de

periodo n entonces

‖Dfn
/Es(p)‖ < λn y ‖Df−n

/Eu(p)‖ < λn.

Demostración. Como f es estructuralmente estable y Ω(f) = T2 tenemos que

todos los puntos periódicos de f son hiperbólicos tipo silla y f ∈ F1(T2).

Además, por el closing lemma de Pugh([Pu1],[Pu2]), tenemos que Per(f) =

Ω(f) = T2. Por el teorema 3.3.1 Concluimos el resultado.

4.2. Integrabilidad de la descomposición domi-

nada

En esta sección demostraremos el siguiente:
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Teorema 4.2.1. Sea f : T2 → T2 difeomorfismo tal que todos sus puntos

periódicos son hiperbólicos y Per(f) = T2 y con descomposición dominada E ⊕
F en todo T2. Entonces E y F son únicamente integrables. Además si x, y

están en una misma curva integral de E entonces d(fn(x), fn(y)) →n→∞ 0.

Análogamente para curvas integrales de F en el pasado.

La demostración de este teorema tiene cierta similitud con lo que lo hecho en

el capitulo 2. (Una versión mas general puede encontrarse en [Po]). Sin embargo,

como en principio no tenemos propiedades de contracción y expansion debemos

explotar la relación que hay entre E y F. Como hay una simetŕıa entre estos

por la dominancia todo resultado que obtengamos para E en el futuro vale un

análogo para F en el pasado.

Sean XE y XF campos unitarios tangentes continuos con XE ∈ E, XF ∈ F.

Por el teorema de Peano tenemos que E y F son integrables. Debemos mostrar

la unicidad.

Para cada x ∈ T2 denotaremos por Rε(x) al conjunto (identificado via el

mapa exponencial) Bcs
ε (x)×Bcu

ε (x) donde Bcs
ε (x) (respect Bcu

ε (x)) es una bola

de radio ε en E(x) (respect F (x)) centrada en 0 ∈ TxT2 Denotaremos por

∂csRε(x) a {±ε}×Bcu
ε . Análogamente ∂cuRε(x). Si y ∈ Rε(x) denotaremos por

Jcs
ε (y) a la componente conexa de la curva integral por y de XE intersección

Rε que contiene a y. Y de forma análoga Jcu. Los siguientes tres lemas son

consecuencia inmediata de la continuidad e invariancia de E y F.

Lema 4.2.1. Para todo ε suficientemente chico existe γ tal que si y ∈ Rγ(x)

entonces Jcs
ε (y) ∩ ∂cuRε = ∅ y Jcs

ε (y) interseca ambas componentes de ∂csRε.

Análogamente para Jcu
ε (y).

Lema 4.2.2. Dado ε existe γ tal que si w ∈ Jcu
ε (y)) y w, y ∈ Rγ(x) entonces

existe curva integral de F por f(y) tal que f(w) ∈ Jcu
ε (f(y)) (con respecto a

Rε(f(x).)

Denotemos por W cs
K (x) una arco de curva integral de E por x de longitud

2K centrado en x. De forma análoga W cu
K (x).

Lema 4.2.3. Dado ε > 0 existe δ > 0 tal que f(W cs
δ (x)) esta contenido en un

curva integral W cs
ε (f(x)). Análogamente f−1(W cu

δ (x)) esta contenido en una

curva integral W cu
ε (f−1(x)).

Demostremos ahora que bajo ciertas condiciones se cumple la integrabilidad

única local.
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Figura 4.1: Variedades centro estables no únicas.

Lema 4.2.4. Sea x en T2 tal que dado γ > 0 existe γ1 tal que si y ∈ W cs
γ1

(cualquiera sea esta curva integral local) se tiene que d(fn(x), fn(y)) < γ para

todo n ≥ 0. Entonces E es únicamente integrable en x.

Demostración. Supongamos por absurdo que existen dos curvas integrales lo-

cales de E por x. Como el conjunto donde ellas coinciden es cerrado, el com-

plemento es abierto y sea y un punto del borde de una componente conexa

arbitrariamente cerca de x . Sea ε suficientemente chico y sea γ como en los

lemas previos. Sean J1 y J2 dos E curvas integrales. Por lo anterior exis-

ten z ∈ J1, w ∈ J2, z 6= w tales que z, w ∈ Rγ(x) y w ∈ Jcu
ε (z). Podemos

suponer además que z ∈ W cs
γ1

(x) aśı como también w. Luego, concluimos que

fn(z), fn(w) ∈ Rγ(fn(x) y aplicando el segundo lema inductivamente con-

cluimos que fn(w) ∈ Jcu
ε (fn(z)).

Sea C̃ = C̃(ε) de forma tal que si y ∈ W
cs(u)
loc (z) entonces C̃−1dcs(u)(y, z) <
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d(y, z) < C̃dcs(u)(y, z). Donde dcs(u) denota la longitud del arco de variedad

centro estable (inestable) que une y con z.

Se puede considerar δ y γ de forma tal que si d(u, v) < γ entonces

‖Df |E(u)‖ < (1 + δ)‖Df |E(v)‖ ‖Df−1|F (u)‖ < (1 + δ)‖Df−1|F (v)‖

y además (1 + δ)2λ < 1, donde λ es la constante de dominación.

Esto lleva a un absurdo pues:

d(z, w) = d(f−n(fn(z)), f−n(fn(w))) ≤ C̃dcu(f−n(fn(z)), f−n(fn(w))) ≤

≤ C̃2(1 + δ)n‖Df−n|F (fn(x))‖d(fn(z), fn(w)) ≤

≤ C̃2(1 + δ)n‖Df−n|F (fn(x))‖(d(fn(x), fn(z)) + d(fn(x), fn(w))) ≤

≤ C̃2(1 + δ)n‖Df−n|F (fn(x))‖C̃2(1 + δ)n‖Dfn|E(x)‖(d(x, z) + d(x,w)) ≤

≤ C̃4(1 + δ)2nCλn(d(x, z) + d(x, w)) = C̃4C(d(x, z) + d(x,w))((1 + δ)2λ)n → 0

Lo cual resulta absurdo pues z 6= w.

Lema 4.2.5. Sea f : M2 → M2 un difeomorfismo que admite descomposi-

ción dominada TM = E ⊕ F . Entonces, dado ρ < 1 existe ε tal que si para

x ∈ M se cumple que ‖Dfn|E(x)‖ < Cρn entonces si y ∈ W cs
ε se cumple que

d(fn(x), fn(y)) < ε y además tiende a cero.

Demostración. Se puede suponer sin pérdida de generalidad que ‖Dfn|E(x)‖ <

ρn.

Sea δ tal que (1 + δ)ρ < 1, se puede considerar ε1 de forma tal que si

d(z, w) < ε1 entonces

‖Df |E(z)‖ < (1 + δ)‖Df |E(w)‖
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Sea ε > 0 tal que f(W cs
ε (z)) ⊂ W cs

ε1 (f(z)) para cualquier z. Sea x como

en el lema. Entonces f(W cs
ε (x)) ⊂ W cs

ε1 (f(x)). Por otra parte `(f(W cs
ε (x)) <

(1 + δ)ρε < ε. Aśı f(W cs
ε (x)) ⊂ W cs

ε (f(x)). Inductivamente se prueba que

fn(W cs
ε (x)) ⊂ W cs

ε1 (fn(x)) y que `(fn(W cs
ε (x)) < ((1+δ)ρ)nε < ε y se concluye

el resultado.

Corolario 4.2.1. Sea p ∈ Per(f) entonces W s(p) y Wu(p) son curvas inte-

grales de E y F respectivamente.

Para concluir el teorema entonces basta probar que estamos en las condi-

ciones del lema anterior lo que haremos a seguir. Es fácil ver que es sufi-

ciente probar que para cualquier x ∈ T2 y para cualquier ε > 0 tenemos

que `(f−n(W cs
ε (x))) → ∞. Consideremos entonces Rε(x) como antes. Como

los puntos periódicos son densos tomemos p periódico tal que p ∈ Rγ(x). Co-

mo Wu(p) es una curva integral (y de longitud infinita) de F tenemos que

Wu(p) ∩W cs
ε (x) 6= ∅. y esta intersección es transversal. Luego, por aplicación

directa del teorema de Hartman (o si se prefiere el λ-lema) concluimos que

`(f−n(W cs
ε (x))) →∞.

Observación 4.2.1. Como consecuencia del teorema de esta sección tenemos

estructura de producto local como en el capitulo 2.

4.3. Prueba del Teorema 4.0.2

Recordemos que f tiene descomposición dominada E ⊕ F en todo T2 y que

existe 0 < λ < 1 tal que si p ∈ Per(f) es un punto periódico de periodo n

entonces

‖Dfn
/Es(p)‖ < λn y ‖Df−n

/Eu(p)‖ < λn.

Queremos probar que Df contrae exponencialmente a E y que Df−1 contrae

exponencialmente a F.

Sea Λ un conjunto compacto invariante. Decimos que E es contráıdo expo-

nencialmente en Λ si existe C > 0 y 0 < σ < 1 tal que ‖Dfn
/E(x)‖ ≤ Cσn para

n ≥ 0 y x ∈ Λ. Queremos probar que E es contráıdo exponencialmente en T2.

Supongamos por absurdo que E no es contráıdo exponencialmente en T2. . Sea

F la familia de subconjuntos compactos invariantes Λ tal que E no es contráıdo

exponencialmente en Λ. Ordenamos F por inclusion. Sea {Λγ : γ ∈ Γ} una

cadena totalmente ordenada. Entonces A = ∩γΛγ es un compacto invariante y
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E no es contráıdo en A (de lo contrario E seria contráıdo exponencialmente en

el maximal invariante de un entorno compacto de A el cual incluiŕıa algún Λγ .)

Luego F tiene un conjunto maximal Λ0. Es decir, E es contráıdo exponencial-

mente en cualquier subconjunto compacto propio de Λ0 pero E no es contráıdo

en Λ0.

Probemos que existe x ∈ Λ0 tal que ‖Dfn
/E(x)‖ ≥ 1

2 para cualquier n ≥ 0.

Si para todo x existe nx tal que ‖Dfnx

/E(x)‖ < 1/2 por compacidad podŕıamos

tomar tal nx < m para algún m. Pero de aqúı se prueba que E es contráıdo

exponencialmente en Λ0. Esto prueba la existencia del x antes mencionado.

Probemos que este x es recurrente. De hecho vale que ω(x) = Λ0. Razonando

por absurdo, si ω(x)  Λ0 concluimos que E es contráıdo exponencialmente en

ω(x) y por lo tanto ‖Dfn
/E(x)‖ → 0 lo cual es absurdo.

Sea γ tal que 1− γ > λ y sea n0 tal que si n ≥ n0 entonces 1
2 (1− γ)n > λn.

Sea η > 0 tal que si d(z, y) < η entonces

1− γ ≤ ‖Df/E(z)‖
‖Df/E(y)‖

.

Sea Rδ(x) un entorno con estructura de producto local tal que si z ∈ Rδ y Js(z)

es la componente conexa de W cs(z) que contiene a z entonces `(fn(J(z))) < η/2

si n ≥ 0. Análogamente para Ju(z) en el pasado. Sea ahora n ≥ n0 tal que

fn(x) ∈ Rδ(x).

fn(Js(x)) ⊂ Rδ(x).

f−n(Ju(fn(x))) ⊂ Rδ(x).

Sea Q el subrectángulo Js(x)× f−n(Ju(fn(x))) en Rδ y Q′ = fn(Js(x))×
Ju(fn(x)). Luego fn(Q) = Q′ y tenemos que existe p ∈ Q∩Q′ punto periódico.

Se tiene que n es el periodo de p o un múltiplo del mismo. Por otro lado tenemos

que d(f j(p), f j(x)) < η para j = 0, 1, . . . , n. Por lo tanto

λn > ‖Dfn
/E(p)‖ =

‖Dfn
/E(p)‖

‖Dfn
/E(x)‖

‖Dfn
/E(x)‖ ≥

(1− γ)n

2
> λn

y llegamos a una contradicción. Esto concluye que E es contráıdo en T2. De

forma similar se prueba que F es contráıdo exponencialmente en el pasado y la

demostración del teorema esta terminada..
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Figura 4.2: Puntos periódicos en el corte de rectángulos
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[M1] R. Mañé, A proof of the C1 stability conjecture, Publ. Math. I.H.E.S., 66

(1988) 161-210.
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