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Introduccién

Primero remarquemos que el estudio de los fractales no es algo privativo o exclusivo de las
Matemaéticas. El estudio y origen de distintos fenémenos que se explican mediante modelos fractales
corresponde determinarlo a las disciplinas cientificas donde se planteen. También debemos sefialar
el potencial interdisciplinar de estos objetos, como elementos que pueden constituir el eje sobre
el cual distintas disciplinas pueden trabajar coordinadamente. Los fractales desde su primera
formulacion tuvieron una vocacién practica de servir como modelos para explicar la naturaleza.
El propio Benoit Mandelbrot tuvo el mérito de intuir la potencia de los fractales para construir
modelos que expliquen la realidad, esto lo hizo desde su primera formulacion y desde sus primeros
trabajos que, con un notable afdn practico y divulgador. En este sentido es indispensable leer
los trabajos de Mandelbrot (1975) y (1977), asi como el de Feder (1988). Otra cosa que hay
que senalar es que por su novedad este dominio de las matematicas esta lleno de intuiciones muy
acertadas, pero también de ambigiiedades ; Qué criterios se pueden seguir para decir que un objeto
real tiene estructura de fractal? Es claro que un criterio puede ser el de la simple percepcion
visual o intuicién. A la vista de algo estd claro que alguien exclamard esto es un fractal. Esto
ya constituye un criterio bueno y que vale para trabajar con nuestros alumnos. A continuacién
podemos investigar algo més, el alumno nos puede decir que lo mismo que se ve a gran escala se
ve a pequena escala, lo cual nos da una idea de recursién o de autosimilitud. O que se parece a un
arbol, lo cual nos da ya idea de ramificaciéon. Este lenguaje que es vago e impreciso no estd muy
lejos, aunque parezca extrano, del significado cientifico que se atribuye a un objeto real o natural
cuando se dice que es un fractal. Por ejemplo ;qué se quiere decir cuando se dice que una zona
costera es un fractal? Desde luego no quiere decirse que haya una curva y una férmula matematica
que se ajuste de forma precisa al perfil del litoral. Lo que quiere decirse es que pueden definirse un
modelo matemdtico fractal, que se ajusta con unas cotas maxima y minima de error, cotas que se
pueden determinar de forma precisa, al perfil de la costa. Asi veremos no sélo que se han ajustado
curvas fractales a ciertas zonas de costa, Gran Bretana, Noruega, y a fronteras como la de Espana
y Portugal, sino que ademdas como veremos coinciden con una variante de la curva de Koch y que
también se ha determinado su dimension fractal. La cuestiéon que se plantea a continuacién es si
un objeto con estas caracteristicas, un trozo de costa, la red arterial, son realmente fractales, o
dicho de otra forma ;existen realmente fractales en la naturaleza?. Esta pregunta, que es legitimo
hacerla, e incluso responderla negativamente, es decir negando la existencia de los fractales en la
naturaleza, es la misma que se hace cuando se pregunta si existen superficies planas o lineas rectas
en la naturaleza, o si existen esferas. Seria como suponer que en la naturaleza no existen esferas
por que la Tierra, u otros planetas, no se ajustan con precisién a lo que es una esfera ideal tal
como se define en Matematicas.

En la naturaleza los objetos fractales suelen aparecer de varias formas. Una de ellas es en
una situacién de frontera, y aqui incluimos todos los casos en que entran en contacto dos medios
humanos, naturales, fisicos, quimicos, etc. o dos superficies diferentes: frontera entre paises, riberas
de los rios, litoral, nubes, ..., otra situacion es la de arbol. Es decir aquellos casos en que se produce
una ramificacién con autosimilitud: arboles, arbustos, y plantas, tejidos arteriales, cuencas fluviales
con sistemas de rio, afluentes, barrancos, riachuelos, etc. redes capilares, redes pulmonares, ...

Existen razones puramente estéticas, o de la curiosidad, que producen la observacion y el estu-
dio analitico de estas curvas, y que estimula la formulacién de modelos matematicos o geométricos,
que permitan comprender fenémenos cientificos o tecnolégicos de cierta profundidad. La intro-
duccién del computador, con su inmensa capacidad de iteracion rapida e interactiva, con la ayuda
de algoritmos y procedimientos relativamente sencillos, es el instrumento ideal para el trabajo con
este tipo de objetos matematicos. Por su capacidad de interaccién con el usuario, el computador
permite un ajuste rapido entre las instrucciones establecidas en términos de procedimientos es-
paciales y la formulacion definitiva de estos procedimientos como algoritmos, mediante contrastes



sucesivos con variaciones en los programas y en las ejecuciones. Hasta ahora la variacion de las
condiciones en los modelos sélo podian ser seguidos mediante experimentos o simulaciones men-
tales reservados a aquellos alumnos mas competentes para la retenciéon de datos y para llevar a
cabo representaciones mentales. A esta capacidad para la iteracién hay que anadir la capacidad
grafica de los entornos graficos que permiten con su poder de resolucion y rapidez de ejecucion,
seguir los procesos iterativos, y contrastar la variacion en las representaciones con variaciones en
los parametros.



Capitulo 1

Ideas Basicas

;Que es un Fractal?, ;son las figuras siguientes Fractales?,;qué razon tenemos para llamarlas
Fractales?

., Cémo generamos este tipo de figuras?

En general la generaciéon de imagenes como las anteriores es a través de procesos iterativos.
Nocién que pasamos a derrollar ahora.

1.1 Procesos Iterativos

La idea fundamental de un proceso iterativo consiste en lo siguiente: dado uno o varios valores
iniciales, se introducen estos en una o varias férmulas, transformacion iterativa, la cual podemos
imaginar como una méaquina que transforma un valor inicial o varios valores iniciales en otro u
otros valores, resultado, el cual pasa a ser considerado como parte de nuevos valores iniciales o de
un nuevo valor inicial para el proceso iterativo. Un valor inicial puede ser un ente geométrico, por
ejemplo un punto o un conjunto de puntos o una figura. La transformacién que se aplica puede
venir expresada por férmulas o por una serie de pasos a ejecutar en cada etapa de la iteracion.
Un ejemplo sencillo de un proceso iterativo es dado por la sucesién de Fibonacci, (Fy,)nen, cuyos
primeros valores son

1,1,2,3,5,8,...

la cual se obtiene considerando los valores iniciales Fyp = 1, F} = 1 y para n > 1 la férmula
iterativa Fp,41 = F, + Fp—1.

Esta sucesion tiene relacién con un problema clasico sobre reproduccion de conejos

“Se pone en un campo cerrado un conejo y una coneja. Estos estdan fértiles al mes de vida.
Suponga que se demora un mes en nacer otra pareja de un conejo y una coneja. Suponiendo que los
conejos mo mueren, y que cada vez engendran un macho y una hembra con las mismas condiciones
que la pareja inicial ;Cudntos pares de conejos habrd en 6 meses, en un ano, en dos anos ...?”
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El modelo Fibonacci para la reproduccion de los conejos, es quiza, uno de los primeros modelos
matematicos para representar realidades. Aunque como el lector comprendera no es un problema
muy serio.

El proceso iterativo que acabamos de ver, viene expresado por una férmula. Un ejemplo de
un proceso iterativo que viene expresado como una serie de pasos a ejecutar, lo ilustramos en la
préxima seccion.

1.2 Curva de Koch: construccion geométrica

El nombre de esta curva es en honor a su creador, el matemético sueco Niel Helge von Koch
(25/01/1870-11/03/1924), que publicé en 1904 el trabajo “Sur une courbe continue sans tangente,
obtenue par une construction géométrique élémentaire”.

1. Considere un segmento de recta, el cual consideramos de longitud 1 (esto no constituye
ninguna restriccién.)

2. Reemplace el segmento inicial por cuatros segmentos de recta cada uno de longitud % x (longitud
del segmento anterior). Formando la figura siguiente

Obtenemos asf una poligonal ¢; (de la base de la figura, en azul los intervalos que permanecen
y en rojo los nuevos segmentos agregados) formada por cuatro segmentos de longitud % , por
4

lo tanto su longitud ¢; es 4 - % =3.

3. Aplicamos el proceso de reemplazar cada segmento de la poligonal ¢; obtenida en la etapa
anterior por cuatro segmentos cada uno de longitud %x (longitud del segmento considerado).
Con esto, obtenemos la figura siguiente

A

La nueva poligonal /5, en la cual cada segmento tiene longitud

1
3
segmentos, luego la longitud de la poligonal /5 es igual a % = (%) .

, hay 16 de tales



4. Repetimos el proceso de reemplazar cada segmento de recta de la poligonal por cuatro seg-
mentos, como se hizo en el paso 2. Obtenemos asi una poligonal f3 que consta de 64

segmentos, cada uno de longitud % . % = 2% , por lo tanto la longitud de la poligonal /3 es
64 _ (éf
27 — \3) -

5. Este proceso puede repetirse indefinidamente, obteniendo una “curva” de longitud infinita,
pues en la etapa n la poligonal obtenida consta de 4™ segmentos, cada uno de longitud 3L .
Por lo tanto la longitud de ¢, es (é)n que se hace grande cuando n crece. La curva limite

3
es llamada curva de Koch.

Como puede observarse desde la construccion de la curva de Koch, en cada etapa agregamos puntos
esquinas (aquellos que forman el vértice de dos segmentos). La curva final tendrd un punto esquina
en cada punto, esto no es facil de imaginar, pero de hecho asi ocurre.

2

Curva de von Koch

La construccion de reemplazar cada segmento por otros cuatro, cada uno de longitud % x (longitud
del segmento considerando en la etapa anterior) puede aplicarse, por ejemplo, a los lados del
tridngulo equilatero de lado 1. Obteniendo, una figura como se muestra abajo

Curva de von Koch cerrada

Es facil ver que la longitud de la curva limite crece indefinidamente, notemos que la curva limite
acota una regién de area finita en el plano . Esta curva limite es llamada copo de nieve de Koch.
Ella hiere nuestra intuicién, pues es una curva de longitud infinita que delimita una region de drea
finita en el plano. Una manera sencilla de ver esto, es mostrar que la curva de Koch esté contenida
en la regién delimitada por el circulo circunscrito al tridngulo equilatero con el cual comenzamos
la construccién. A seguir calculamos en forma explicita el area que acota el copo de nieve de Koch.

1.2.1 Calculo del area acotada por el copo de nieve de Koch

Ahora calcularemos el drea delimitada por el copo de nieve de Koch, la siguiente figura nos muestra
hasta la etapa 2 los tridngulos que vamos agregando,



Inicialmente tenemos un tridngulo equildtero de lado £y = 1, por lo tanto su &area es igual a
Ay = @ . En la primera etapa de la construccién agregamos tres pequenos triangulos equilateros,
cada uno de lado ¢; = 1 , luego el drea de la figura resultante en la primera etapa es A; =

f +3f 1 f (1 + ) f . En la etapa 2, a lo anterior agregamos 12 tridngulos, cada uno con

1ado de longltud ly = § , luego el drea de la figura resultante es Ay = % (1 + = )—1—12‘4[ 811 = % .

En la etapa 3, al drea que ya tenemos le agregamos 48 tridngulos equiléteros cada uno de lado

{3 = 5=, por tanto el drea de la figura en la etapa 3 es Az = 10‘/_—|—48 ‘{1_ = 28227‘2/_ Continuando

de esta manera, podemos postular que el drea delimitada por la curva de Koch cerrada es Q\Tf .

De hecho, tenemos

0
o VB VE_VE(4
3 4 12\9
1
a4 _ VB VB V(4
27 3 12 \9
A, _ 282V3 10VB VB (4)’
ST T Top 27 12 \9

. n—1
An - An—l = @ (é)

Ahora, como An—Ao = (An—An,1)+(An,1 —An,2)+' . '+(A3—A2)+(A2—A1)+(A1 —Ao) ,
nos queda

G-

+ 5
9

=%

)’ﬂ,—l)
A, — Ay = de donde A, =

k. . . . .
Como (é) tiende a 0 cuando k crece indefinidamente, se sigue que A, se aproxima al valor

9
2Y3 ¢omo deseabamos probar.

Observacion. Si en la construccion del copo de nieve de Koch comenzamos con un tridngulo
equildtero de lado a, no hay nada substancialmente distinto a lo expuesto anteriormente.



1.3 Conjunto de Cantor

Este conjunto es utilizado frecuentemente en matematica para construir ejemplos y su nombre lo
debe a su creador George Cantor (03/03/1845-06/01/1918).

Comenzamos la construccién con un segmento de recta, digamos de longitud 1. Dividimos

el segmento inicial en 3 segmentos cada uno de longitud %, y eliminamos el segmento central,

obteniendo dos segmentos cada uno de longitud % . Enseguida dividimos cada segmento resultante
en la etapa anterior en 3 segmentos de igual longitud %x (longitud del segmento al cual le estamos
aplicando el proceso), y eliminamos los segmentos centrales, obtenemos 4 segmentos cada uno de
longitud é . Repetimos el proceso de divisién y eliminacién anterior a cada segmento resultante
en la etapa anterior, y continuamos el proceso indefinidamente. El resultado final es un conjunto
C, llamado conjunto de Cantor, el cual es no vacio y contiene tantos puntos como la recta real.

Debido a su construccién el conjunto de Cantor es autosimilar, esto quiere decir que si tomamos
pequetias partes del conjunto de Cantor, y le un zoom, por muy chica que sea esta, vemos de nuevo
el conjunto de Cantor. Si en cada etapa de la construccién del conjunto de Cantor, medimos la
longitud del conjunto resultante, obtenemos lo siguiente:

o
w
S

Etapa 0
Longitud | 1

Pl lar

LoIn | =

)1 (

—
ol

oo

Luego, el conjunto de Cantor tiene longitud 0.

Afirmacion. El conjunto de Cantor tiene tiene tantos puntos como el segmento inicial.

Para ver que C' tiene tantos puntos como el segmento inicial, escribimos los niimeros 0 < x < 1
en base en el sistema binario, es decir, escribamos = = Z;‘;l a;j277, donde a; € {0,1}. Por otra
parte, escribiendo los nimeros reales entre 0 y 1 en base 3, es decir, x = Z;’il d;377, donde
d; € {0,1,2}. Veremos mds adelante que un niimero 0 < z <1 pertenece al conjunto de Cantor
si éste no contiene al digito 1 en su reepresentacién en base 3, en otras palabras, x se escribe en
la forma z = 377° d;377, con d; € {0,2}. Definamos la funcién @ : {z : 0 <z <1} — C
por ®(3°77, a;277) = E?‘;l@aj)?)_j . Es fécil verificar que ® es una biyeccién, por lo tanto se
tiene lo pedido. Lo que acabamos de demostrar no es intuitivo ni facil de aceptar.

1.4 Triangulo de Sierpinski

El nombre de esta figura fractal lo debe a su creador el matematico polaco Wlactaw Sierpinski
(14/03/1882-21/10/1969). La construccién clésica de esta figura fractal es como sigue. Con-
sideramos una regién triangular, la cual para simplificar suponemos delimitada por el triangulo
equilatero de lado 1. Dividimos la regién en cuatro regiones menores de igual area, esto se logra
uniendo los puntos medios de los lados del triangulo original.

-
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1.4.1 Area del triangulo de Sierpinski

El tridngulo de Sierpinski tiene drea cero. Para mostrar esto calculamos el area retirada en la
construcciéon del tridngulo de Sierpinski.

En la etapa inicial tenemos un tridngulo equilatero de lado 1, luego su area es Ag = @ . Enla
primera etapa retiramos el triangulo equilatero central de lado ¢; = % , v nos quedan tres tridangulos
equlateros de lado ¢, = % por lo tanto el area de la figura que resulta es A; =3 ‘/T§ i = %5 . En
la segunda etapa, de cada uno de los tridngulos restantes retiramos un triangulo equildtero de lado

by = i y nos quedan 9 tridngulos equildteros cada uno de lado ¢5 = i , luego el drea de la figura

es A = 9@ 1—16 = %5 , v continuando de este modo, en la etapa n de la construccion, el area de
3n71 3n71 3

la figura que resulta es A, = 7= - @ . Ahora, como 7= = (Z)nfl tiende a 0 cuando n crece
indefinidamente, concluimos que el tridangulo de Sierpinski tiene area 0
El tridngulo de Sierpinski, al igual que la curva de Koch y al conjunto de Cantor, es autosimilar.
Estas tres figuras, constituyen la trilogia de los mas clasicos ejemplos de las figuras llamadas
fractales.

1.5 Alfombra de Sierpinski

La construccién de la alfombra de Sierpinski es similar a la construccion del tridngulo de Sierpinski.
En la secuencia de figuras siguientes se muestra las primeras cuatro etapas de la construccién de
la alfombra de Sierpinski.

Construccién de la alfombra de Sierpinski

Otro de los ejemplos de los llamados fractales clésicos es la esponja de Menger, cuya construccion
geométrica es andloga a la del tridngulo de Sierpinski. La esponja de Menger es un fractal que
tiene volumen 0 y area infinita, por lo tanto es una especie de versién tridimensional de la curva de
Koch, la figura muestra las primeras etapas de su construccién, de la cual el lector puede deducir
su proceso general de construccién.

Esponja de Menger



Capitulo 2

Iteracion de funciones

Muchos modelos mateméticos se han construido para estudiar crecimiento de poblaciones, esta
pueden ser de diferentes especies.

Si denotamos la ley que rige el crecimiento de una poblacién por x(n + 1) = f(z(n)), donde
2o = x(0) denota el valor que tomamos como valor inicial para nuestro estudio, entonces x(n) =
f™(x(0)), donde f™ significa f compuesta consigo misma n veces, es decir, f* = fo---o f.
Asi z(n) serd el valor que tiene la variable poblacional en el tiempo después de n unidades de
tiempo (segundos, minutos, dias, afos, siglos, milenios,...). Luego, el valor de la variable z(n) en
el siguiente estado es z(n+ 1) = f(x(n)). En Biologia de poblaciones, x(n) puede representar el
tamano de una poblacién en la generacién n, este modelo establece que el tamafio z(n + 1) de
una poblacién en la generacién n + 1 estd relacionado al tamano de la poblacién en la generacién
precedente n por la funcién f. En epidemiologia, xz(n) representa la fraccién de poblacién
infectada en el tiempo n. En economia, x(n) puede ser el precio por unidad en el tiempo n de un
cierto bien transable. En Ciencias Sociales, z(n) puede ser la cantidad de unidades de informacién
que puede ser recordada después de un priodo n de tiempo.

Queremos saber cémo evoluciona la poblacién a partir de un tamafio poblacional inicial z(0) =
xo, para ello debemos calcular z1 = f(x9), z2 = f(z1) = f(f(x0)),.... Antes de continuar,
introducimos la notacién siguiente, f°(z) = x, fX(z) = f(z), f*(x) = fo f(x), y en general,
f(x) = f(f*1(x)), n > 1. Asi, en nuestro ejemplo, x3 = f3(z0), x4 = f*(20),... y el proble-
ma ahora es describir la conducta de esta sucesiéon de puntos xzg, x1,Z2,.... El proceso descrito
arriba es llamado iteracion de una funcion. Una forma de visualizar el proceso de iteracién de
una funcién es el siguiente. Graficamos la funcién f(z) y la diagonal A = {(z,z) : = € R} en
el plano. Comenzando con zq, trazamos un segmento de recta paralelo al eje y en la direccién
del gréifico de f(x), la interseccién de este segmento de recta con el grifico de f(x) es el punto
(20, f(xo)) . A partir de este punto trazamos un segmento de recta paralelo al eje  en la direccién
de la diagonal A, su interseccién con la diagonal es el punto (f(xo), f(z0)), luego su coordenada
de las abscisas es 1 = f(zo). Continuando con este proceso, a partir del punto (f(xo), f(zo))
trazamos un segmento de recta paralelo al eje y en la direccién del grafico de f(z), su interseccién
con el grafico de f(x) es el punto (w1, f(z1)) = (f(z0), f%(z0)). Ahora, a partir de este punto
trazamos un segmento de recta paralelo al eje z en la direccion de la diagonal A | su interseccion
con esta es el punto (f(z1), f(z1)) = (f3(z0), f2(z0)), luego su abscisa es el x5 = f(x1) = f2(z0) .
Por lo tanto para visualizar geométricamente las iteraciones de una funcién de variable real y a
valores reales, es continuar con el proceso descrito arriba. En la figura siguiente se muestra las
iteraciones de un punto zy el cual denotamos por el simbolo 1. La interseccién del segmento
de recta a partir de xy y paralelo al eje y lo denotamos por el simbolo 2 y representa al punto
(20, f(x0)), el simbolo 3 representa al punto (f(zo), f(xo)), el simbolo 4 representa al punto
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(f(x0), f?(w0)) , v asi sucesivamente.

Desde al analisis de la figura se ve facilmente que debemos hacer para describir geométricamente
la sucesién z, = f"(x0), n=1,2,.... Al conjunto orby(zo) = {f™(2z0) : n € N} lo llamamos
orbita positiva de xg .

Si un punto x satisface f"(z) =x y f/(z) # x para 0 < j < n, decimos que = es un punto
periodico de periodo n para f, geométricamente, un punto es periédico de periodo n si el grafico
de la funcién f™(z) corta a la diagonal en dicho punto, y no es punto periédico de periodo menor.

2.1 Modelo lineal

Sea z(n) el tamafnio de una poblacién de una cierta especie en el tiempo n. Llamemos p a la
razén de crecimiento de la poblacién desde una generacién a otra. Un modelo matemaético simple
que describe el tamano de la poblacion es el siguiente

2(n+1) = pa(n), n>0,

donde z(0) = zo es el tamafio inicial de poblacién. Este modelo es llamado modelo lineal. Los
estados de la poblacién bajo este modelo son obtenidos iterando la funcién f,(x) = px. Tenemos
entonces que

.13(1 fu(l‘o) = UZo

) = fulwn) = (1) = o
v3) = fules) = pe(2) = o
J?(’I’L) = fu(l‘n—l) =pu"xo.

Como veremos a continuacién el comportamiento de una poblacién modelada de esta forma
depende del valor de p .

Supongamos primero que p > 0.

Extinsién de la poblacién. Si 0 < g < 1, entonces como p" tiende a cero cuando n crece, la
poblacién se extingird, es decir, la iteracién de cada punto por la funcién f,(z) = pz se aproxima a
cero cuando n crece indefinidamente. El punto z = 0 permanece fijo durante todas las iteraciones.
La conducta de las iteraciones es mostrada en la figura siguiente.

Explosiéon de la poblacién. Si g > 1, la poblacién crece indefinidamente, pues en este caso
u™ crece indefinidamente cuando n — oo, decimos en este caso que tenemos una explosién de
la poblacién. El punto z = 0 permance fijo durante todas las iteraciones. La conducta de las
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iteraciones cuando >0 y p # 1, son mostradas en las figuras siguientes

| £

Modelo lineal con 0 < p <1 Modelo lineal con p >1

Poblacién estable: no crece ni decrece. Si p = 1, entonces z(n) = zp para todo n, y la
problaciéon permanece constante.

Supongamos ahora que p < 0. En este caso decimos que tenemos un modelo de tela de arafia,
por razones obvias al observar las iteraciones de la funcién f,(z) = px.
Caso -1 < u<0. Si —1 < u <0, entonces las iteraciones de cada punto zy, con zy # 0,
tienden a 0, pero esta vez lo hace espiralando como se muestra la figura abajo. La poblacion tiende
a extinguirse, pero la conducta de ella es de espiral. El punto z = 0 permance fijo durante todas
las iteraciones. La conducta de las iteraciones es mostrada en la figura siguiente.
Caso i < —1. Cuando p < —1, las iteraciones de cualquier punto, excepto z = 0, tiende a
infinito espiralando como muestra la figura siguiente. El punto 2 = 0 permance fijo durante todas
las iteraciones. La conducta de las iteraciones cunad0 g < 0 y @ # 1 son mostradas en las figuras
siguientes

b W t = A '
Modelo lineal con —1 < < 0 Modelo lineal con p < —1
Caso u = —1. En este caso, la conducta se repite periodicamente cada dos iteraciones, pues

fu(fu(z)) =z paratodo z # 0, el punto z =0 permance fijo durante todas las iteraciones.
Como vimos el modelo lineal de poblaciones en muy fécil de analizar, su conduta depende sélo
del valor del parametro u, y sélo ocurren las conductas antes vistas.

2.2 TIteraciones de la funcién r — /x

Continuando con la iteracién de funciones consideremos la transformacion definida pe la férmula

Si elegimos un nimero positivo xg , el cual consideremos como valor inicial y aplicamos repetidas
veces la formula “extraer raiz cuadrada” obtenemos una sucesién de valores

4 e 4 / e
Ty —> L1 = /T —> T2 = {/T1 = \/A/To —> T3 = 1/T2 = 1/+/T1 = A/ A/ Tog —>
Note que la sucesion x,, siempre converge a 1, independiente de la condicién inicial que tomemos.
En concreto, si tomamos xy = 2 obtenemos x; = V2 = 1.414212562.. ., Xy = 3/ V2 =

1.189207115..., x3 = VV2 = 1.09057733 ..., despues de aplicar varias veces la funcién
r +— +/x en la calculadora, veremos aparecer un 1, lo cual es resultado de las aproximaciones
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que hacen internamente las méquinas, pues este valor es alcanzado sélo cuando xg = 1. Ahora, si
ro = 0.3 entonces obtenemos x; = 0.547722557 ..., xo = 0.740082804 ..., 3 = 0.860280654 ...,
y asf sucesivamente, aplicando reiteradas veces la funcién z — /x vemos aparecer finalmente el
ndmero 0.999999999.. ., el cual es mas correcto que el obtenido en el caso anterior. Las siguiente
figuras muestran las iteraciones de la funcién x — +/x, la cual tiene a £ = 0 como punto fijo
repulsor y a = 1 como tnico punto fijo atractor. No hay otros puntos fijos ni periddicos para
esta funcién.

- i #

zo = 0.3 To =3

2.2.1 Método de Newton

Otro ejemplo de un proceso iterativo definido mediante una funcién es el siguiente. Dado un
ntimero real positivo a, el proceso iterativo®

1 a
Tntl = 5 iCn'i‘x—
n

nos permite aproximar, tanto cuanto deseemos, el valor de /a comenzando con un ndimero real
positivo z. Por ejemplo, si a = 2, entonces sabemos que /2 = 1.414213562.... Considerando
ro = 3, usando la férmula iterativa, obtenemos la sucesiéon de valores,

Ln

3

1.8333333...
1.46212121212. ..
1.41499842990. ..
1.41421378004. ..
1.41421356238. ..
1.41421356238.. ..

DU W= OS

detenemos el proceso en zg = 1.41421356238.. .., pues este valor tiene un error de 0.1-1071° con
el valor de v/2 obtenido mediante la calculadora, es decir, |\/§ —xzg|=0.1- 10~10,

zo = 0.3 9 =3

L Este proceso iterativo es conocido desde muy antiguo, lo usaban los babilonios para el cdlculo de raices cuadradas,
posteriormente es conocido como método de Newton
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Si comenzamos con un valor inicial zg < 0 entonces la sucesidon que se genera se aproxima a

—Ja.

iteraciones de Newton, ¢ = —0.3 iteraciones de Newton, zg = —3

En general, para calcular {/a podemos usar la férmula iterativa

1 a
Thil = - ((n — D)y, + F) )

k

por ejemplos para calcular aproximaciones del valor </a podemos usar la sucesién

L L
Try1 == (2o + — | -
k+1 3 k Q?%

Podemos, por ejemplo, usar la férmula iterativa anterior para calcular aproximadamente /2.
Iterar funciones, en general, es una tarea complicada, las siguientes figuras ilustran las iatera-
ciones obtenidas de la funcién logistica f(x) = Az(1l — ) para A préximo de 4.

Algunos lectores y autores llaman a esto un proceso cadtico, pero por el sélo hecho que las itera-
ciones sean complicada, no hace que la aplicacion sea cadtica. La definicién precisa de aplicaciones
cadticas requiere de conceptos matematicos que caen fuera del objetivo basico de este texto.



Capitulo 3

Representaciones Numéricas

Para representar nimeros en algin sistema numérico, lo primero que debemos hacer es definir cual

serd el conjunto de digitos. Para el sistema decimal el conjunto de digitoses D = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},
para el sistema binario el conjunto de digitos es D = {0,1}. Estos representan los sistemas
numéricos méas comumente usados, el primero por ser el de uso cotidiano y el segundo por ser
usado por los sistemas computacionales. Otros de uso no tan difundido son los sistemas en base

3 (representacién ternaria), base 8 y base 16. El uso de representaciones en ciertas bases es muy
antiguo, por ejemplo, los Babilonios usaban base 60 para representar los nimeros.

3.0.2 Representacion decimal

Para el sistema decimal el conjunto de digitos es D = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Comenzemos por estudiar la representacién con un ndmero natural. Queremos expresar un
nimero natural n como una suma de potencias de 10 y coeficientes (digitos) en D, en otras
palabras, queremos escribir

N
n=ko+ k110 + k210% 4+ - - - + kn 10V = Zki-mi
1=0

donde N es un entero no negativo y los coeficientes k; € D, i = 0,1,...,N. Obtenemos
esta representacion aplicando reiterativamente el algoritmo de la division de Euclides. Para esto,
simplemente debemos notar que para cada niimero natural n existe un entero positivo ¢ de modo
que 10¢ < n < 10!, En resumen, hemos visto que cada ntimero natural n se puede expresar
como una suma de potencias de 10 y coeficientes (digitos) en D . Esta representacién es llamada
representacion decimal (o en base 10 ) de n.

El mismo tipo de representacién mediante una suma finita para un nimero real x con 0 < x < 1
ya no es posible, por ejemplo para el nimero racional 2/3 se tiene

) > . © .
— ...=0. . . = 1077 = 1077,
S = 0.666660 0.6 + 0.06 4 0.006 + ;6 0 6; 0

Por lo tanto debemos estudiar la convergencia de la serie infinita Zjoil 6-1077. En este ejemplo,
esto es inmediato puesto que ella es una serie geométrica de razén 1/10 y su suma es 2/3.

A continuacién construimos una representacién decimal para los niimeros reales = con 0 <
z < 1. Denotaremos a este conjunto por el simbolo [0,1] y geométricamente lo representaremos
por el segmento de recta de longitud 1. En otras palabras, a cada punto de la recta corresponde
un elemento de [0,1]. Dado « € [0,1] queremos representarlo como

x = i k; - 1077
i=1

14
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donde para cada i > 1, los coeficientes (digitos) k; son elementos en D . La forma de obteneer
esta representacién es aniloga a lo que ya hicimos, para ello basta observar que existe un unico
k1 elemento en D tal que k;/10™ < z < (k1 + 1)/10™, de este modo obtenemos que x puede
escribirse en la representacion (3.1). Como en el ejemplo de la representacién decimal del nimero
%, el problema se reduce a examinar si la serie del lado derecho en la representacién de x es
convergente. Para mostrar esto notemos primero que k;/10° < 9/10% para cada i > 1, pues se tiene
que k; € {0,1,...,9}. Sea x, = > k; - 107" la suma parcial hasta el término n de la serie
Doisi ki 10~% y sea G,, = Z?zl 9-107" la correspondiente suma parcial de la serie geométrica

> i1 9+ 1074 Puesto que los coeficientes de la serie geométrica son positivos se obtiene que
oo
2, <Gp <Y 9-107 =1,
i=1

lo cual muestra que la sucesién {z, }nen es acotada superiormente por 1.

Ademsds, la sucesién de sumas parciales {z, }nen es creciente, pues cada vez estamos sumando
nuevos términos no negativos (mayores o iguales que cero). Aplicamos el siguiente resultado toda
sucesion de mumerso reales, creciente y acotada superiormente, es convergente, concluimos que
{@n }nen es convergente, esto es, la serie Y., k;- 107 es convergente y susuma z = Y .o, k;-107°
es un nimero real en el intervalo [0,1]. De lo anterior, tenemos que dado un nimero real x con
0<z<1 yun nidmeroe >0 pequeno, existe un nimero racional q tal que |x — q| < €, es decir,
podemos aproximar tanto cuanto deseemos un nimero real por nimeros racionales. Para verlo,
consideremos el desarrollo decimal de z, esto es, escribamos x = Y .2 k; - 10~%. Definamos para
cada nimero natural n el nimero .

qn = Zkl -107%
i=1

Es claro que que cada ¢, es un nimero racional (pues es una suma finita de nimeros racionales).
Ademéds, |z — g,| satisface que

Iz — gn| = i ki 107 < f: 9.1071 = 10"
i=n-+1 i=n+1

de donde se deduce que |z — g, | se aproxima a cero cuando n crece indefinidamente o més precisa-
mente eligiendo ng de tal manera que 1/10"™ < ¢ y definiendo ¢ = ¢n, = >_ 1o, k; - 107" se obtiene
lo pedido.

Luego, dado un nimero real z en el intervalos [0, 1] hemos construido una sucesién de niimeros
racionales que aproxima a x.

Para terminar veremos que si tenemos un numero real x > 1 también podemos construir
aproximaciones mediante nimeros racionales. Para ello, reduciremos el problema al caso 0 < x < 1.

Para tal efecto escribamos x = [z] 4+ ((z)), donde x es un nimero real con z > 1. Como [z] es
el mayor entero positivo menor o igual que x, este es un nimero natural y lo podemos representar
de la forma [z] = Zij\;o k;-10", donde k; € D y N es el menor natural tal que 10V < [z] < 10V+1,
Por otra parte como 0 < ((z)) < 1 sabemos que ((z)) = Z]Oil k;-107*, donde k; € D para cada
j > 1. En resumen, = se puede representar como

N 0
=Y ki-10'+> k;-1077.
i=0 j=1

La primera suma es la representacién decimal del niimero natural [z] y la segunda suma (que
es una serie) es la representacién decimal de la parte fraccionaria ((x)) de z. Ahora, para cada
nimero natural n definamos

qn = [z] + Zkl 107"
i=1
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Cada ¢, es un numero racional y en forma andloga al caso anterior se demuestra que ¢, se
aproxima cada vez mas a x cuando n crece indefinidamente.

Esta propiedad de los nimeros racionales en los niimeros reales es llamada densidad de los
racionales en los reales.

Por ejemplo, v/2 = 1.414213 . .. se puede escribir en la forma

4 1 4 2 1 3
2=1-104 — 4+ — + — + —+ —+ —
V2 +10+102+103+104+105+106
De este modo, utilizando la representacion anterior, podemos escribir cada niimero real positivo
en su forma decimal y obtener de este modo aproximaciones de él por nimeros racionales.

En general la representacién decimal de un ntimero no es tnica, por ejemplo nimero 1 puede
escribirse como
= 9 =~ 0
1=0-10° — =1-10"" —.

Cuando el denominador de una fraccién irreducible p/q no es una potencia de 10, la repre-
sentacion decimal de él es peridédica. Por otra parte, la perdida de unicidad en la representacion
decimal de un niimero real ocurre cuando z es de la forma p/q con ¢ una potencia de 10. Observe-
mos también que un ntmero irracional tiene representacién decimal no periddica.

3.0.3 Representacion en base p > 1

Hemos estudiado la representacién decimal (base 10) de los nimeros reales no negativos. Ahora
trataremos de imitar esa construccién tomando como base un nimero natural p > 1 en vez de la
base 10 ya considerada.

Como antes, comenzamos por difinir nuestro conjunto de digitos, el cuales D ={0,1,2,...,p—
1}. Primero buscamos la representacién en base p para los nimero naturales, es decir, dado un
ntimero natural n, queremos representarlo como una suma (finita) de potencias de p y coeficientes
en el conjunto D, esto es, queremos expresar n en la forma

N
":Zki ' =ko+kip+ -+ knp",
i=0
donde los coeficientes k; son elementos de D, ¢ =0,1,..., N . Para lograrlo procedemos en forma

similar al caso de la representacion decimal y aplicamos el algoritmo de divisién con p en vez de
10.

Imitando lo realizado para p = 10, bastara lograr dicha representacién para los nimeros reales
x en el intervalo [0, 1[. Para esto, dividamos los intervalos [0,1/p"] (n > 0) en p partes iguales.
Siguiendo las mismas directrizes que se utilizaron para el caso p = 10 se obtiene la representacién
requerida, es decir, se concluye que x posee la representacién

N oo
7=0 =1

La convergencia de la serie del lado derecho de la igualdad anterior estd garantizada debido a

que se le compara con la serie geométrica 221 p~" de razén %, conp> 1.

3.0.4 Representacion triddica (p = 3)

Esta representacién consiste en tomar p = 3 y por lo tanto el conjunto de digitos es D = {0, 1, 2}.
Entonces todo ntiimero real positivo x es representable como

N o)
$=Zkz3z+2k13_3
=0 j=1
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donde los coeficientes k¢ € D para todo ¢. Por ejemplo, 3 ﬁ =1-37142.37242.3340-374+
-+4+0-37"4--- . Observemos que en este caso los coeficientes son k1 =1, ko =2, k3 =2y k; =0
para j > 3. Otros ejemplos de representaciones triadicas son

= 0-3°4+2.3" +1.3

= 2.37'41.372

= 1-3°41-3'40-3240-3%+2.-3"+... (no periédica)
= 0-3'42.32=1.31492.3242.334...42.37F ...

—
RN &@I\Im

Calculemos en detalle el siguiente ejemplo

7 .
3 =2.371+1-3242.3%+1.344+2.3°+

donde los coeficientes de subindice impar son iguales a 2 y los con subindice par son iguales a 1.
Para probar esta ultima igualdad procedemos a partir la serie en dos series, una que agrupa los

coeficientes pares y otra los impares. Tenemos entonces que

j=0 j=0 J=0 j=1
29 1_7
= 38787 %

En general, un nimero real = tiene una representacién finita en base 3, es decir,

N M
J):Zki'?)i—f'z:kj-?)_j
i=0 j=1

si y s6lo si x es de la forma m /3™, donde n y m son enteros positivos.

Notemos que si el denominador de la fraccién irreducible p/q no es una potencia de 3 entonces
la representacién en base 3 de p/q es periddica. Por otra parte nimeros irracionales poseen repre-
sentaciones en base 3 no periédicas. Por ejemplo i =0-3'4+2-324+0-334+2-3744..-,
aqui los coeficientes con indice impar son ceros y los coeficientes con indice par son iguales a 2.
Ejemplo

1
?:0-3*1+1-3*2+0-3*3+2-3*4+1-3*5+2-3*6+0-3*7+---

El bloque formado por los coeficientes k1 =0, ko =1, k3 =0, k4 =2, ks =1, kg =2y kr =0
en la expresién anterior se repite periddicamente.

Al igual que en el caso en base 10, cada niimero real tiene una representacién triddica y existen
nimeros para los cuales se tiene al menos dos representaciones distintas, por ejemplo

1 1 0 0 0o 2 2

§:§+§+§+...:§+§+§+...

3.0.5 Conjunto de Cantor y representacion en base 3

Veamos que el conjunto de Cantor esté formado por los puntos « € [0, 1], cuya representacién en
el sistema en base 3 no contienen al digito 1, es decir, puntos de la forma

(o)
=Y k;-37
j=1

donde, para cada j > 1, k; esiguala 0 o 2.
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Geométricamente esto es hecho como sigue. Primero dividimos el intervalo [0,1] en 3 partes
iguales, es decir,

[0,1] = [0,1/3]U]1/3,2/3[U[2/3,1] .

Denotemos por Iy, I1 e I los intervalos [0, %] , ]% , % [y [% , 1], respectivamente. Los nimeros

en Iy comienzan su representacién en base 3 con el digitos k; =0, los de I; con el digito k; =1y
los de I con el digito k1 = 2, por lo tanto eliminamos de nuestro intervalo [0, 1] el intervalo central
abierto I; , nos restan entonces con los intervalos cerrados Iy e Is. Ahora en los intervalo Iy e I
buscamos los puntos para los cuales ks es 0 0 2. Tenemos que ko es igual a 0 en Ipg = [0, %] y en
Iy = [% , g], esigual alen Iy :]% , %[ yen Ia :]g , g[, finalmente ko esigual a 2 en Iy = [% , %]
yen Iy = [g , 1]. Por lo tanto eliminamos de nuestros intervalos los intervalos centrales abiertos,
101 (§] I21 .

Definamos ahora, para cada n € N, el conjunto A,, = {a1...a, : a; € {0,2}, i=1,2,...,n},
es decir, A, esta formado por todos los posible arreglos de largo n de ceros y dos, por ejemplo Iy,
I los podemos escribir como, Iy, con A€ Ay e Iog, Ioo, Iog, Isa como Iy con \ € As.

Usando esta notaciéon, podemos repetir el proceso anterior eliminando desde cada uno de los
intervalos Igg, Ip2, I2g € Iao los intervalos centrales abiertos Iy; donde A € A, obtenemos asi
una unién de 22 intervalos cerrados. En la etapa siguiente debemos eliminar de cada uno de los
intervalos dejados, los intervalos centrales abiertos del tipo Iy1, con A € Asg. Continuando de este
modo, en el paso n tenemos una unién de 2" intervalos cerrados, y de cada uno de los cuales
debemos eliminar los intervalos centrales abiertos Iy;, con A € A,,, y asi sucesivamente. Es claro
que los nimeros eliminados tienen por lo menos un 1 en su representacion triddica, los puntos que
restan de la construccion sélo tienen digitos 0 o 2 en su represenatiéon en base 3.

Mediante el proceso descrito arriba, obtenemos el conjunto de Cantor C', como habiamos
afirmado.

Por ejemplo, % pertenece al conjunto de Cantor, pues como vimos antes,

1
Z:0~3*1+2-3*2+0.3*‘°’+2.:’r4+~-~,

donde los coeficientes de potencia par son iguales a 2 y los de potencia impar son iguales a 0.
Para tener otra imagen del conjunto de Cantor, hagamos la siguiente construccién:
Sea x un numero real y sea L C R un conjunto. Definimos la traslacién de L por x como el
conjunto

L+z={y+x: yel}.

Ahora definamos una sucesién de conjuntos, Ly , donde Ly = Ly_1+si—1, k € N. Comenzamos
por definir una sucesion (s )ken , POr Sp = % ypara k>1, s = % Sk—1 - La sucesién de conjuntos
Ly, con k > 0, es entonces definida por Lo = {0},y Ly = Lr—1 U (Lk—1 + Sk—1), para k > 1,

por ejemplo,
2 2 2 8
L1 =40, = Lo=40,-, -, =
1 { 73}5 2 { 795 3) 9} )

Note que Lo C L1 C Ly C --- C L C --- y que Ly estad formado por 2¥ puntos distintos.
Ademas, para cada y € L su representacion en base 3 s6lo contiene digitos 0 o 2, por lo tanto cada
conjunto Ly estd contenido en el conjunto de Cantor, C'. Denotemos por L = UgenLy, es claro
que L C C'. Por otra parte, es ficil ver que 1/4 no pertenece a L, por lo tanto L # C'. Afirmamos
que cada x € C' se obtiene es aproximado tanto cuanto se desee por alguna sucesién de puntos en
L, es decir, L es denso en C'. En efecto, dado x € C, su representacién en base 3 es de la forma

o
T = Zk}j . 3_j
j=1
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donde k; = 0 o 2. Definamos la sucesién (x,,)nen, donde z, = Z?Zl kj - 377, esto es, x,

corresponde a la suma de los primero n términos de la representacion de x en base 3. Es claro que
para cada n € N, se tiene que z,, € L,,, y que

[ee] [ee]
w—an|= > k;-37< > 2.37=37"
j=n+1 j=n+1

como lim, ., 37" =0, se sigue que lim,, ., =, = =, lo que prueba nuestra afirmacién.

3.0.6 Representacién binaria (p = 2)

Esta representacién consiste en tomar p =2 y D = {0,1}. Entonces todo niimero real positivo x
es representable como

N o)
$22k121+2k]27j
i=0 j=1

donde los coeficientes, ky € D para todo ¢. Por ejemplo,

1
%:1.2*1+0~2*2+0-2*3+0-2*4+1-2*5+0~2*6+0~2*7+1-2*8,

es decir, si consideramos los simbolo 001 , 01011 ellos representan los ntimeros racionales

0-27'4+0-27241.273

1
8
B gy 4028100 41270,
32

Un ntimero irracional debe tener infinitos unos en su expresién binaria (de otra forma repre-
sentarfa un nimero racional) y estos ceros y unos no tienen ninguna periodicidad. Es asi como los
simbolos 01001000100001 ..., 110111011110111110... representan numero reales. El lector puede
tratar de calcularlos.

Para las computadoras, calculadoras y relojes analégicos los niimeros son objetos de diferentes
longitudes con ceros y unos, donde la longitud de los simbolos que estas maquinas pueden calcular
es finito (dependiendo de la capacidad de cada una) concluimos que ellas trabajan solamente
con numeros racionales y sélo con una cantidad finita de ellos. Para médquinas que procesan
con 8 y 13 digitos respectivamente los resultados que generan para el ntiimero irracional v/2 son
1.4142135 y 1.414213562373, respectivamente. Obviamente, por lo que sabemos estos valores son
sélo aproximaciones racionales de V2.

En las representaciones de niimeros reales que hemos expuesto consideramos que tanto la base
p (p > 1) y los digitos D utilizados son ndmeros naturales, la verdad es que esto sélo sirvié
para simplificar la exposicién y los calculos. En general, podemos contruir representaciénes de
los ntimeros reales usando una base cualesquiera p con |p| > 1 y un conjunto finito de digitos
D = {dy,ds,...,dr}. La condicién |p| > 1 es necesaria para garantizar la convergencia de las
series geométricas involucradas en cada caso.

3.1 Tridngulo de Sierpinski y representacion en base 2

En el plano eligimos un sistema de coordenadas (u,v) con origen en (0,0), donde la recta de las
abscisas coincide con el eje horizontal y la recta de las ordenadas forma un angulo de 60° con el
eje horizontal. Es facil ver que las coordenadas en el plano uv, con 0 < u <1y 0<wv <1
representan un punto en el tridngulo de Sierpinski si y sélo si la expansiéon en base 2 de u y de v
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nunca tienen un 1 en la misma posicién. Ahora, al igual que como lo hicimos con el conjunto de
Cantor, veremos como obtener una buena aproximacién de los puntos del tridngulo de Sierpinski.
Definamos sq = % y Lo como cualquier conjunto con un punto, por ejemplo (0,0). Enseguida
definimos L como la unién de Lg y el trasladado de Lo por sg en las dos direcciones de los ejes de
coordenadas, y s1 = % S0, Lo es definido como la unién de L, y los trasladados de L; por s; en las
direcciones dadas, y asi sucesivamente. Es claro que Ly C Ly C --- C S, donde S es el triangulo
de Sierpinski en el plano. Sea L = UgenLy . Entonces L C S. Ademds, tenemos que cada punto
del tridngulo de Sierpinski es aproximado tanto como se desee por una sucesion de puntos en L,
es decir, L es denso en el tridngulo de Sierpinski.

Otra manera interesante de obtener una imagen del tridngulo de Sierpinski, es considerar el
tridngulo de Pascal, es decir, el tridngulo formado por los coeficientes binomiales del desarrollo del
binomio (x 4+ y)", con n = 0,1,.... Enseguida marcamos de color negro cada nimero impar y
marcamos de color blanco cada nimero par. Esto es hecho asignando a 0 el color blanco y a 1 el
color negro, y los niimeros en el tridngulo de Pascal son considerados médulo 2 (es decir, si k € N
entonces k = lmod 2 si y sé6lo si k es impar y £ = 0 mod 2 siy sélo si k es par). La figura obtenida
se ve como el tridangulo de Sierpinski. La siguiente figura muestra algunos niimeros que quedan en
este proceso

Considerando més filas en el tridngulo de Pascal y consideranddlo médulo 2, obtenemos la
siguiente figura, que es bastante semejante al triangulo de Sierpinski

A
Ad
- IDEDID
A

AAAAA

algunas filas del tridngulo de Pascal mod 2




Capitulo 4

Sistemas de funciones lineales
iterados en la recta y en el plano

Lo que desarrollamos en este capitulo corresponde a una parte “inocente” (en el sentido de que
es bésico y restricto a la recta y al plano) del tema y su implementacién computacional. Esta
es s6lo una introduccién, digamos somera a la teoria general, pero suficiente para que podamos
experimentar con ella.

4.1 Sistemas de funciones terados en la recta

Comenzamos por estudiar iteraciones de funciones en la recta. Para esto iniciamos el estudio con
las mas simples, transformaciones afines. Un transformacién afin de la recta en si misma es una
funcién de la forma f(x) = ax + b, donde a,b son constantes reales. El nimero b = f(0) es
llamado el factor de traslacion y a es llamado el factor de contraccion sila| < 1 o de expansidn si
la| > 1, cuando |a| =1 la aplicacién es llamada una similaridad, pues |f(z) — f(y)| = |z —y|.
El efecto que tiene b es trasladar el origen al punto b, luego, para el andlisis de como actia
una transformacién afin de la recta en si misma, basta ver el efecto que tiene el coeficiente a.

Caso a > 0. En este caso, la imagen de un intervalo por f(z) = ax, digamos [0, 1], es el intervalo
[0,a]. Cuando a < 1 el intervalo es contraido al intervalo [0,a] C [0,1]. Cuando a > 1 el
intervalo inicial es expandido al intervalo [0,a] D [0,1]. Finalmente, cuando a = 1 el intervalo es
dejado invariante, es decir, no sufre modificaciones.

Caso a < 0. En esta caso, la imagen del intervalo [0,1] por f(z) = ax es el intervalo [a,0],
el cual es contraido si —1 < a < 0 o expandido si a < —1, y cuando a = —1 el intervalo se
trasnforma en [—1,0]. Note que fo f(z) = a®z, luego las segundas iteraciones se se encuentran
en la parte positiva de la recta. En general, f"(x) = (fo---o f)(x) = a"z, por lo tanto las

—_——
n veces
iteraciones pares se encuentran en la parte positiva de la recta y las iteraciones impares en la parte
negativa.

4.1.1 Iteraciones de funciones afines en la recta

Veamos las iteraciones de una funcién afin de la recta en si misma. Sea f(z) = ax + b una
funcién affn. Entonces , f%(z) = f(f(z)) = flaz +b) = alaz +b) + b = a’zr +ab+b, f3(z) =
f(f%(z)) = f(a®x +ab+b) = a(a®x +ab+b) +b = a®x + a®b+ ab+ b, y en general f"(x) =
a"r + (a" 1 +a""2+---+a+1)b, de donde se obtiene que f"(x) = a"x + ﬁ — 29" Tuego, si

l1—a "
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la| < 1 entonces a™ converge a 0 cuando n — 0o, y obtenemos que f"(z) — 1= cuando n — cc.

Por otra parte, un cédlculo directo nos da que f (%) = 1Tba , es decir, el punto xy = ﬁ es un
punto fijo para f(z) = ax + b, de hecho es el dnico punto fijo para f(z).
Por ejemplo, si f1(z) = 3z entonces su tnico punto fijo es zy, = 0 y la iteraciones f'(z) — 0

cuando n — oo para todo x. Si consideramos fo(z) = %x + %, su Unico punto fijo es xy, =
1. Como vemos ambas funciones fi(x) y fo(z) tienen iteraciones triviales. Pero jqué pasa si
consideramos ambas transformaciones y las aplicamos a un conjunto, digamos al intervalo I =
[0,1]?, lo que queremos hacer lo ilustramos en la figura siguiente

es decir, al intervalo [0,1] le aplicamos las funciones fi(z) y f2(x), obtenemos dos intervalos
como muestra la figura, a cada uno de esos nuevos intervalos, le aplicamos las funciones fi(x) y
f2(x) y obtenemos 4 intervalos, y asi sucesivamente ad infinitum, estas dos funciones operando
conjuntamente, dan origen en este proceso iterativo al conjunto de Cantor, y por separado, sélo
generan como imagen final un punto cada una de ellas

4.2 Sistemas iterados de funciones lineales en el plano

Ahora vamos a estudiar iteraciones de sistemas de funciones del plano en si mismo. En general,
necesitamos el concepto de transformacién contractiva, pero dado que esta es sélo una introduccién
al tema, nos limitaremos a estudiar las aplicaciones contractivas mas simple, es decir, transforma-
ciones contractivas afines del plano en si mismo.

Comenzamos con la definicién general de transformacién afin para despues restringirnos a las
que cumplen la condicién de contractividad. Una transformacion afin en el plano es una funcién
T :R? — R? de la forma

T(x,y) = (ax + by +e,cx +dy + f)

donde a,b,c,d, e, f € R, la cual podemos escribir usando el lengueje matricial como

=2 ) (7))

la parte ( CCL Z ) de la transformacién T'(z,y) la llamamos parte lineal y al vector ( Jc; ) lo

llamamos vector de traslacion.

Si llamamos (r1,61) a las coordenadas polares del punto del plano cuyas coordenadas rectan-
gulares son (a, c¢), es decir, a = rycos(f1) y c¢=risen(f;) y (r2,02 + 5) a las correspondientes al
punto (b,d), es decir, b =1y cos(f2 + §) = —rosen(f2) y d = rosen(f2 + 5) = ra cos(f2) , tenemos
que
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a b\ [ ricosty —rysenby
c d rysenf; 1o cosfs ’
Para visualizar la forma en que actia una transformacién afin sin traslacién, es decir, cuando

e = f = 0, notemos que el cuadrado unidad (con dos de sus lados sobre los ejes) se transformara
en un paralelogramo, de acuerdo a la siguiente figura

4.2.1 Traslaciones, reflexiones y rotaciones

Con el objetivo de visualizar como una figura geométrica es trasformada mediante una transfor-
macién afin del plano en si mismo, estudiamos en detalles las traslaciones, reflexiones y rotaciones.
En cada caso se muestra la forma particular de la matriz y el efecto tipico que produce cuando la
aplicamos al cuadrado unitario con lados sobre los ejes de coordenadas del plano.

4.2.2 Traslaciones

. . 1 .
Estas tienen la forma siguiente T'(z,y) = 0 (1) ) ( z > + ( ; >, y geometricamente su efecto

sobre un cuadrado se muestra en la figura abajo

(0,0)

L
(e, f)

Si trabajamos en C en lugar de R?, la transformacién toma la sencilla forma T'(2) = z + e +if
La letra L puesta dentro del cuadrado inicial es sélo para indicar la posiciéon en que queda el
cuadrado despues de la transformacion.

4.2.3 Reflexiones

Estas son de tres tipos: reflexiones respecto al eje horizontal, respecto al eje vertical y respecto al
origen.
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a) Reflexiones respecto al eje horizontal. Estas tienen la forma T'(z,y) = ( (1) _01 ) ( x )

I
S

Usando la notacién de ndmeros complejos, se tiene que T'(z) se escribe como T'(z)
donde si z = x 4 iy, entonces Z = x — 1y es el conjugado el nimero complejo z

b) Reflexiones respecto al eje vertical Estas tienen la forma T'(z,y) = ( _01 (1) ) (

< Ry
N~

En notacién compleja T'(z) = —%

¢) Reflexiones respecto al origen de coordenadas Estas tienen la forma T'(z,y) = < _01 _01 > <

En notacién compleja T'(z) = —z.
4.2.4 Rotaciones alrededor del origen

Las rotaciones alrededor del origen tienen la forma T'(z,y) = ( (;Ziz _C(S)zge ) ( Zt )

Usando la notacién compleja, se tiene que T'(z) = kz con k € C, |k| = 1y arg(k) = 6.
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4.2.5 Expansiones y contracciones al origen

Estas transformaciones afines tienen la forma T'(z,y) = ( 78 79 ) ( 5; )
2

Cuando r1 =19 = r, es decir, contrae o expande con la misma raén en todas las direcciones,
usando la notacién de nimeros complejos, se tiene que T'(z) =7 z.

4.2.6 Similitudes

Una similitud es una composicién de transformaciones afines como las vistas antes. Tiene la
x

forma particular siguiente T'(z,y) = < :erslz _7;2(:;0 ) ( Y > + < Jet ) o bien T(z,y) =

rcosf  rsenf x e .
( rsenf  —rcos 0 > < Y > + ( f ) Para el caso complejo T'(z) = az + b, con a,b € C,
que produce una rotacién dada por 6 = arg(a), una expansién o contraccién dada por |a|, y una
traslacién dada por b.

4.3 Sistema de Funciones Iteradas
Volviendo al caso de una transformacion afin del plano en si mismo
T(z,y) = (az + by +e,cx +dy + f)

donde a,b,c,d, f son nimeros reales. Decimos que T' es contractiva si sus coeficiente a,b,c y d
satisfacen la condicién |ad — be| < 1 llamada condicién de contractividad.

Veamos como utilizando transformaciones afines contractivas podemos producir la curva de
Koch.

Consideremos el cuadrado unitario (cuadrado de lado 1) @ , con un vértice en el origen.
Aplicamos a @ la transformacién afin contractiva T4 (x,y) = (%x, %y) y obtenemos el cuadrado
@1, de lado % . Enseguida al cuadrado @ le aplicamos la contraccién 77 obteniendo el cuadrado
Q1 al cual le aplicamos una rotacién en 60° en el sentido positivo (antihorarios) obteniendo un
cuadrado Qs , enseguida le aplicamos a Qs la traslacién Trasl(z,y) = (z + £,0) (trasladamos
a lo largo del eje z,) y obtenemos el cuadrado @2, es decir, aplicamos a @ la transformacién

afin Th(x,y) = (%x +¥+ %, —%x + %y) . Aplicamos al cuadrado @ la transformacién afin
T3 que hace lo siguiente: contrae ) al cuadrado de lado %, es decir, obtenemos @1, luego
aplicamos una rotacién en 120° en el sentido positivo, obteniendo el cuadrado @3, finalmente

aplicamos la traslacién en % a lo largo del eje x, y obtenemos el cuadrado Q3 , es decir, aplicamos

a @ la transfomacién afin Ts(z,y) = (% + %y + %, -5t ?y) . Finalmente, aplicamos a @ la
transformacién Ty(x,y) = (§ + %, %) , que lo contrae al cuadrado @1 y que lo traslada a lo largo
del eje z al punto de coordenadas (z,0).

Combinando, primero aplicamos T; , después 15, después T3 y finalmente Ty, a @, aplicamos
ala figura resultante 71, To, T35 y T4 (en cualquier orden), y asi sucesivamente. Garantizamos
que el resultado final es la curva de Koch.

La pregunta es jcomo implementar el proceso anterior en un computador? En principio esto
no seria facil, pero se tiene el siguiente resultado.
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Sea {T1,Tz,...,T,} una coleccién de transformaciones afines contractivas del plano en si
mismo, con factor de contraccion ri,ra, ..., Ty, respectivamente. Sea (xo,yo) un punto arbitrario.
Denotemos por o(1), o(2),...,0(n) elecciones arbitrarias y aleatorias de los indices 1,...,n de
las transformaciones afines. Entonces la sucesion de puntos (zk,yr) del plano obtenidas como
sigue

(z1,91) = Toy(T0,90) » (22,92) = To2)(w1,91), (73,93) = To3)(2,92) 5 - - .

después de despreciar sus primeros, digamos 100 elementos, llena una regién del plano que corre-
sponde a la figura “fractal” que se deseada generar, esta figura es llamada el atractor del sistema
de funciones iteradas (IFS). El sentido de figura fractal en este caso corresponde al hecho que, en
general, el borde geométrico (cuando ella tiene puntos interiores) de la figura o ella misma es una
curva fractal.

Veamos cual seria el algoritmo computacional a implementar. Daremos el algoritmo en un
pseudo-lenguaje, para que pueda ser adaptado a cualquier lenguaje computacional que se desee
usar.

1. Ingrese los coeficientes a;, b;, ¢;, d;, e;, f; de las transformaciones afines contractivas T;, i =
1,....n.

2. Elija como punto inicial (zg,yo) un punto arbitrario, por ejemplo, (0,0)

3. Divida el intervalo [0,1] en n subintervalos Iy = [ag,aq[, 2 = [, a9, ..., I, =
[an—1,n], con g =0y ap, =1

4. Elija una funcién random de su computador, normalmente llamada rnd.

5. Si rnd pertenece a I, es decir, si aj—1 < rnd < o, aplique la transformacién 7; al punto
(20,y0) obteniendo un nuevo punto (z1,y1), el cual se renombra nuevamente por (zo,yo),
y vuelva al paso 4. Después de aplicar, digamos 100 veces esta rutina, permita a su rutina
pasar al paso 6 siguiente.

6. Grafique el punto (g, o) obtenido en el paso 5, pintdndolo de color j (j dado por el paso
5) y repita los pasos 4 y 5. (Normalmente los computadores, de acuerdo a la tarjeta gréfica
que poseen aceptan colores entre 0 y 16 (sistema VGA) o entre 0 y 255 (sistema super VGA)
o entre 0 y 15999. Cuando considere que la figura que desaba generar ya tiene una textura
deseable, detenga el programa.

Repitiendo este algoritmo una cantidad razonable de veces obtendra una figura en su pantalla,
la cual por lo general resulta bonita.
Ejemplos de sistemas de transformaciones afines contractivas.

4.3.1 Ejemplos

1. Conjunto de Cantor
Consideremos las transformaciones afines contractivas T1,T5 : R — R definidas por T3 (z) =

T x 2
3 y To(z) = 3 + 3 respectivamente. Sea K C R un conjunto cerrado y acotado no vacio

de la recta. Entonces, definiendo T(K) = T1(K)UTy(K) = {Ti(x) : z € K, i =1,2}, se
tiene que

1 1 2

aqui aK significa el conjunto aK ={az : x € K} y aK+f8={ax+0 : x € K}
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Aplicando T al resultado obtenido, tenemos

T*K) = T(T(K))—T<%KU<%K+E>>

B 3
1 1 2
= T|-K|UT|-K+ =
(3) o7 (5+5)

1 1 2 1 2 1 8
= - KU[(=K+=-|JU[=K+=-)U[=K+=-]).

9 (9 +9) (9 +3> (9 +9)

Repitiendo el proceso de aplicar T al resultado obtenido en el paso anterior, tenemos

TrH(K) = T(T™(K)) = (% T"(K)) U (% T(K) + %) .

Por ejemplo, tomando K = [0, 1], nos queda

1) o 1 f
S I T A

Ahora, si tomamos K = [—2,0], nos queda

T(K) = [-500[03]
TYK) = [-2,00U[0,2]U[-%, 2]U[-2 5§
) 5
3 3
_2 8
9 9
0 1

y en ambos casos vemos que los conjuntos de T"(K) tienden al conjunto de Cantor clésico,
es decir, el cojunto de Cantor es el atractor del sistema de funciones iteradas 177 y Tb
anteriores.

El conjunto de Cantor también puede ser considerado como el atractor de un sistema de
funciones iteradas del plano en si mismo, para ellos basta considerar las transformaciones
afines contractiva T1(z,y) = (3z,1y) v Ta(z,y) = (22 + 2, 3y).



Sergio Plaza 28

2. Producto de Conjuntos de Cantor

Sea 0 < o < 1/2, definamos las transformaciones afines contractivas

wl(x7y) = (a 0

(%) ol ) = (a000) (2) + (o) sl y) = (@000) (%) + (,°,) , () = (@000) (%) + (12) .

El radio de contraccién de cada una de estas transformaciones afines es «, con 0 < a < 1/2.
El atractor de este IFS lo denotamos por K, y es un conjunto de Cantor igual al producto
cartesiano de dos conjuntos de Cantor en la recta cuando o = % . El caso limite es cuando
o= % , en cuyo caso el atractor es el cuadrado unitario del plano.

ERIm = HE B
pEm zmEE = o=
BEEN 48T SOED ZEEE
IS i B B
Emsw mmEm  onem mamm
FEE: i KEZT AR
LNl Kt
Emp Deir  perm @l
BN mN W N IMES COEN EEN YERN
I mi TE = sain mmep  =nrr Empe
HE S EE S EANN F15E  BEAN 3%GE
nE P OB O §959 g2 ENEG £3E°
EREl EEEN == IRER =nEF =EEE =FEE EREE
N e i 4557 EREER £R v REEE
RIEY SANE  ZEEM pa5D 53NN S7E  BUgE STRS
P TR BBZ® dngm  gBER ger
_ 1
K, con aa = 3

Con otros valores de a obtenemos otras figura, por ejemplo

EH EE EH EE
HE EE HE EE
HE BN HE BN
HE Ea HE EEB
O OE SH ON
HE EE HE EE
2N EE FE BN
HE EEB HEH EH
A3 HE EH EHE =0 FH HHE EE
HE EN HE EN HE ER HE EN
oan oE HE EE -] M- OE EE
HE E8 HE EB HHE EH HE BN
.1 -] | =H Sl =N Pl 7l FE
HE EN HE EB HE EB HE EEB
HE OH AN A8 NE FH BEH FH
HE HH HE HH HE BH HE B2
Ko con a= 1

3. Triangulo de Sierpinski
Comencemos con un tridngulo 7', por ejemplo, el tridngulo equilatero con vértices en v =
(0,0), vo = (2,0) y v3 = 1++/3i = (1,4/3). Los puntos medios de los tres lados son uz = 1,
Uy = H'T‘/gz y up = :“'T‘/‘g” . Existen tres tridngulos equildteros en cada vértice v;, 17 con
vértice {v1,uq,usz}, To con vértices {va,u1,uz} ,y T3 con vértices {vs,ur,us}. Definimos
tres transformaciones afines, {w,ws,ws} con las condiciones wy(T) =T1, wo(T) =To,y
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w3(T) = T3, que fijan los vértices v; y preservan la orientacién, es decir, se tiene det(T;) > 0
para i = 1,2,3. Por ejemplo, wq(v1) = v1, wi(ve) = uz y wi(vs) = uz. Cada w,; tiene

factor de contraccién igual a AR las férmulas para cada una de ellas son: w(z) = 3 z,
1 1 1 3
wa(z) = 5% +1,y ws(z) = 57 + +T\/_Z , donde z € C. Matricialmente, ellas son dadas

por

w1(x,y)—<0(-)5 095><;:>’ w2(x7y)_<0(.)5 095><;3>+<(1)>
- (% 2)(3)+(5)

La siguiente figura muestra la primera etapa de la construccién del tridngulo de Sierpinski,
T, y sus imagenes por las transformaciones wy,wq y w3

w1 (T) wa(T)

Primera etapa en la construccién del triangulo de Sierpinski

El tridngulo de Sierpinski es el atractor del IFS, {wq, ws, w3} y una imagen de este se muestra
en la figura abajo

El hecho que no importa el conjunto inicial que elijamos para comenzar las iteraciones y
obtener finalmente el atractor del IFS es demostrado en la generacion del tridngulo de Sier-
pinski, usando como inicio primero un disco, enseguida un dinosaurio y finalmente un gato
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LN A
AN 5 4
kk 1318 fi, Q\x xfi ﬁ

2
Sierpinski obtenido comenzando con un disco y despues con un dinoaurio

4. Curva de Koch

Consideremos las transformaciones afines w;(z) = ajz+b;, donde z € C y a;,b; € C, son
constantes y j € {1,2,3,4}. Queremos transformar el intervalo unitario I = [0,1] en la
siguiente figura mediante transformaciones afines w;

3+v3i
wa (I 3(1)
1 2
0 w1(I) 3 3 w4(I) 1

Conociendo la localizacién de las imdgenes de dos puntos podemos determinar a; y b;. A
partir de la figura tenemos

wy(0) = by =0, wQ(o):bQZ%
wl(l)—a1+b1—%, w2(1)2a2+b2:3+T\/§’i
w3(0) = bs = 3+6\/§i7 w4(0) :b4:§
“’3(1):“3”3*; wi(l) =as+bs =1

Podemos resolver esas ecuaciones para encontrar a; y b;. Otra forma es observar que
cada pedazo tiene longitud %x(longitud del intervalo I). Luego, el factor de contraccién
es %; para encontrar a; sélo necesitamos encontrar la rotacién producida. La constante

. . . 1 1T 1
b; es siempre la imagen de 0. Un célculo muestra que wi(z) = 32, wa(z) = 3€'5 2+ 3,

wy(z) = 35 2 4 3+g/§i ,y wa(z) = 32+ 2, donde et = e%(cos(f) + isen(B)) es la
exponencial compleja clasica.
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Matricialmente, las transformaciones w; (j =

"
oo 8)()
G
(s
|

0=
( 1/6 \f/G)
0=

) son dadas por

)+ (%)
)+ (i)
().

—/3/6 1/6

)G

El atrac

P P

Pequenos pedazos de la curva de Koch, K , son obtenidos combinando varias de las transfor-
maciones w;. Cada w;(K) es un tercio del tamafio de K , luego cada conjunto w;(w;(kK))
tiene tamano igual a un noveno del tamano de K. También K esta formado por todos los
pedazos w;(w;(K)) para todos los indices i,j € {1,2,3,4}. Pedazos cada vez mis pequenos
son obtenidos aplicando més y maés veces las transformaciones w; (j =1,2,3,4), por ejem-
plo, wg, 0 Wq, © -+ 0w, (K), donde cada subindice a; € {1,2,3,4}. Este pedazo tiene

Curva de Koch

diametro igual a 3n x (didmetro de K). Cuando n — oo esos pedazos cada vez més y mds

pequenos y convergen a un sélo punto de K . Luego, si llamamos a {1,2,3,4} el espacio de
cddigos, a cada sucesién a = {a1,as,as...} en el espacio de cédigos le corresponde un punto
z(a) en la curva de Koch. Algunos puntos de la curva de Koch corresponden a dos elemen-
tos distintos del espacio de cédigos, esto es, existen sucesiones a # 8 con z(a) = z(8). En
general, la mayoria de los puntos corresponde exactamente a una unica sucesién del espacio
de cédigos, mientras que una cantidad numerable corresponde a dos sucesiones distintas.

Un andlisis similar al anterior, usando un espacio de cédigo de dos elementos {1,2} para el
conjunto de Cantor se puede ver que a cada sucesién « = {aq,as,...}, donde a; € {1,2},
le corresponde un tnico punto del conjunto de Cantor y reciprocamente, cada punto del
conjunto de Cantor determina una tnica sucesiéon « en el espacio de cédigos.

Queda a cargo del lector hacer un andlisis como el anterior para el tridngulo de Sierpinski.

5. Curva de Keisswetter

Consideremos las transformaciones afines contractivas w;, wg, ws, wy del plano en si

mismo dadas por
w1 (J?,y) = (i 0
0 1
2

(5) wala.y) = (2003) (2) + (5)wsle,y) = (3003) (3) + (3) s walay) = (3003) (3) + (

1
2

[SIEFN[E)
~—
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El atractor de este IFS es conocido como curva de Kiessweitter

\

Curva de Keissweiter
Es claro que {w; : i = 1,...,4} es un IFS, donde cada transformacién afin tiene factor de
contractividad s; = % ,i=1,...,4.

Actividad. Describir el efecto geométrico que tiene cada una de las transformaciones usadas
para generar la curva de Keisswetter cuando las aplicamos al cuadrado unitario.

. Araucaria

El atractor del siguiente IFS genera una figura que podriamos llamar araucaria, en honor al
insigne y milenario arbol.

wi(x,y) = < . > < y > : wa(x,y) = ( 015 02 ) ( ) ) +( L5
w3 (2, y) = < 8:(1)2 06,228 > ( i >+< 1(.)5 ) o wal@y) = ( 0'55 0(.)5 ) < z ) * ( 4(.)6 >

Araucaria

7. s—atractor

Sean wy,ws : C — C dadas por wy(z) = (s—|— %)2, wa(z) = (s— i) (z—1)+1, donde
seR,con 0<s< % . En notacién matricial, tenemos

V() vmen=( 5 ) () (1)

wi(z,y) = (

N—= »

)
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w
)
.
)
)
v
)
>
N
B

s—atractor s = 0.

Ak
AEE R

s—atractor s = 0.4 s—atractor s = 0.45

8. a—atractor

Para 0 < a < 1 consideremos las siguientes familias wi,ws : R? — R? dependientes del
pardametro a,

om=(5 1) (3

a—atractor s = 0.45 a—atractor s = 0.5

9. Helecho. El siguiente IFS genera una figura conocida con el nombre de helecho (fern)
0 O T 0.203
wi@,y) = ( 0 0.16 ) ( y ) * ( ~0.035 )
(g — 02 026 x ), (0173
ALY =\ 023 022 y 1.628
(2,y) = —-0.15 —-0.28 T n 0.222
Wl ¥) =1\ —0.26 0.24 y 0.465
€T =
(z,y) < ( y

0.85 —0.04 A 0.029
0.04 0.85 1.597
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Helecho

Esta figura fue una de las primeras, por no decir, la primera, de donde se gesté la idea de usar

los IF'S para comprimir imdgenes, proceso conocido como compresion fractal de imdgenes (del
inglés, fractal image compression)

10. La siguiente figura

es generada por el IFS {wy, w2}, donde wq(z,y) =
2 1
3 x 3

(8 2)(5)=(5)

11. La siguiente figura es generada por el IFS {w;, w2} dado por

wi(z,y) = ( o 0 ) ( , ) y  wala,y) = ( 082 0 ) ( : )+ ( 0.8 )

ol
rol Tl

)(y) y ws(z,y)

(V)
ofgyor-
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Cambiar esta figuras, esta mal, colocar la figura correcta

12. Familia de Dragones
Las imégenes generadas por la siguiente familia de contracciones son comunmente llamados

dragones, por su similitud con aquellos de los grabados chinos, S+ (x,y) = ( @ a2 ) < * )-i—

a1 ag2 Yy
( :lz)l ) , donde |a;;] <1

Dragon

13. Fractales y representacién de nimeros complejos

En el caso de niimeros reales, dado b € R, con |b| > 1, podemos escribir cada ntimero real en
base b. Esto mismo puede ser hecho para el caso de niimeros complejos, es decir, podemos
escribir los nimeros complejos en la forma

n —1
2=y azit Y, Bz,
=0

j=—o00

donde los coeficientes pertenecen a un conjunto finito D C C, D = {ay,..., o, f1,..., 8¢},
llamado conjunto de digitos. (Esto serd estudiado con msa detalles en una seccién posterior.)

. , . . . —1 .z .
Si sélo consideramos la parte fraccionaria » = —o0 Bjz; de la representacién anterior, pode-
mos obtener figuras fractales interesantes, estas vienen dadas através de las transformaciones
afines contractivas complejas

wi :C— C, dadas por wi(z) =5tz +(k—1)s"t,
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donde k =1,2,...,n*+1,con s=—n-+i, n>0. Matricialmente las transformaciones w;
son dadas por

__n_ _1_ _(k=D)n
n2+1 n2+1 z n2+1
Wk(xay) = 1 +
N S —__n k—1
n2+1 n2+1 Y RS

k=1,...,n°+1.

Por ejemplo,

Fracciones con b=2—1iy D ={0,1,2,3,4} Fracciones de Eisenstein

El lector puede experimentar con este tipo de matrices utilizando el programa fractsp.

4.4 Curvas Fractales

4.4.1 Nota Histérica

Las primeras construcciones de, tal vez, los més clasicos ejemplos de fractales conocidos se remontan
al siglo XIX y corresponden a curvas continuas que no poseen tangente en cada punto ([12]). Estas
curvas fueron construidas para mostrar que una afirmacion evidente a nuestros ojos es falsa

“el grafico de una funcion continua posee tangente bién definida en todos, salvo quizds, un
numero finito de sus puntos”

En 1806, A. -M. Ampere di6 por primera vez una “prueba” de la afirmacién anterior. Esta
prueba, ciertamente errénea aparecié en varios textos de estudio, por ejemplo, Duhamed (1856) y
J. Bertrand (1864). Otra demostracién, también errénea fué dada en 1855 por M. E. Lemarle. En
1872, Ph. Gilbert intenta mejorar las lagunas de la prueba de Lemarle, cosa curiosa, él conocia
un ejemplo dado por Hankel en 1870 el cual refutaba la afirmacion. En 1873, H. -A. Schwarz dié
un ejemplo que convencié a Gilbert de la imposibilidad de dar una demostracion correcta a esa
afirmacion tan amplia.

Segiin K. Weierstrass (1872), B. Riemann habria sido el primero en afirmar su conviccién
contraria a la afirmacién hecha maés arriba, esto alrededor de 1861. Para mostrarlo exhibié una
funcién continua cuya gréafica no tiene tangente bién definida en todos sus puntos. Este ejemplo,
como veremos mas adelante no es correcto. Por otra parte, el mismo Weierstrass propone un
ejemplo similar en 1872 (esta vez correcto).

Los ejemplos de Riemann y de Weierstrass son de cardcter analitico, es decir, se tiene una
férmula explicita para la funcién. En general dichas férmulas son expresadas en términos de series
de funciones, lo cual hace dificil comprender geométricamente la razén por la cual sus graficos no
poseen tangentes bién definidas en la mayoria (en algtin sentido) de los puntos.
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4.4.2 Funcion de Weierstrass y funcion de Riemann

El problema de la existencia de una funcién continua cuyo grafico no tiene tangente bien definida
en cada uno de sus puntos fué, como se indicé, resuelto por Weierstrass considerando la funcién

W(z) = Z b" cos (a"mx) |
n=0

3
donde a es un entero impar, 0 <b <1,y ab>1+ g . Weierstrass probé que el grafico de W(z)

no tiene tangente bien definida en cada uno de sus puntos. Por otra parte, Hardy [18] probé que
el gréfico de W(x) no tiene tangente bien definida en cada uno de sus puntos cuando 0 < b < 1,
a>1yab>1.

Actualmente, se sabe que para la mayoria, en un sentido matematico bien definido, de las
funciones continuas sus graficos no tienen tangentes bien definida en cada uno de sus puntos.
Ejemplos explicitos de tales funciones son dificiles de dar. Las siguientes figuras muestran graficos
de la funcién Wi(z) = Zszo b™ cos (a"nx) para x € [0,27] y k=1,2,3,4, y k= 10. Note que
Wi(x) — W(z) cuando k — oo, y que a medida que k crece el grifico de la correspondiente
funcién Wy (z) presenta cada vez mds puntos en los cuales se tiene una punta y no puede tener
tangente bien definida ahi.

:j 159
; I | f |
08 Jl \ { b |
06 | | I 1 |
0ad | 1 "W {1 0s
a2 {7]° 2 |3 "4 "{&6]" & Ul L I WL A AL
04 [ | e 1| 06 | i
e 1] \ | \ bicof
a8 | | 1] i b
1 | \ | 1
:‘|: 1/ ¥ 15 | _I.
Wl(.T) WQ(CE’)
1 I |
15 / I / l fl
| / I 1 I |
iy Y / Y Il (A Y ("
1 | |
05 |I . . \ i | 1 i 1 I_-_J I.,_
(¥ NZ | i i —
? ',."‘i. y UERLCILE o II i |'.":’|\"Tl'_';'n"
a5 | \ | L4 b 4
B W W yy 1 ¥
15 \ Y ( \f
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El ejemplo propuesto por Riemann para refutar la afirmacion anterior es la funcién siguiente,
o0 2
sen (n’rx)
= 3 0770
n=1

conocida actualmente con el nombre de funcion de Riemann. Las siguientes figuras muestran
2
algunas gréficas de las funciones Ry(z) = 22:1 w para = € [0,27] v k = 1,2,3 y
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k = 10. Note que Rj(z) — R(z) cuando k — oo, y que a medida que k crece el grifico de la
correspondiente funcién Ry (z) presenta cada vez mds puntos en los cuales se tiene una punta y
no puede tener tangente bien definida ahi.

1 \
08 \
o6 |

n4|
02

1.2

08 | / /
osdf” [~ 1 ik
0t |
02

0 1 . 3 ]
0.2 \ | | )
.4
06
08

04
6
08

1.2

1.2

0
[iF- A ! \ {
[ /I ! \ |
o1 | \

Rg(ir)

o
and

04 1 | ]
06 " T ad
i M !

1.2

Rlo(w)

Weierstrass intentd, sin éxito, probar que el gréfico de R(x) no tiene tangente bien definida en
cada uno de sus puntos, y esto lo llevéa formular su propio ejemplo, la funcién W(z). En 1916,
Hardy probé que que el gréfico de R(x) no tiene tangente bien definida en los puntos irracionales,
as{ como también en los puntos racionales de la forma 2p/(4¢+1) y (2p+1)/(4q+2), ver [18].
Por otra parte, J. Gerver [17] probé que R(z) tiene tangente bien definida en los puntos de la forma
(2p+1)/(2¢+1) y no tiene tangente bien definida en los puntos de la forma (2p+1)/2™, n>1.
Finalmente, sélo en 1972, Smith consiguié dar una respuesta completa al problema, mostrando que
R(x) no tiene tangente bien definida en los restantes casos.

4.4.3 Curvas de Takagi

La siguiente curva fué introducida por Takagi como un ejemplo de una funcién continua cuyo
grafico no tiene tangente bien definida en cada uno de sus puntos. La ecuacién de esta curva es

dada por

curvas de las funciones x —

T(z)

La relacién T(z) = d(x) +

1
del IFS {f1, f2}, donde fi(z,y) = ( i
2

2

d(2k)

Gréfica de T(x)

2k

muestra que la curva T(m) para x entre 0 y 1 es el atractor

0

2

)(

z
Y

) y fa(z,y) = (

1
2
1

2

0

1
2

)

T
Y

J+(1)
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Llamamos B al atractor. La siguiente figura muestra B = f1(B)U fo(B) y B = f2(B)U f10
f2(B)U f20 f1(B) U f3(B)

NN

B = fi(B)U f2(B) B = f{(B)U fio f2(B)U fao fi(B)U f3(B)

Algunas variaciones de esta curva de Takagi son dadas a continuaciéon. Vale la pena indicar que
no en todos los casos, la curva obtenida es un fractal, por ejemplo, puede ser una curva regular.

A

Curva x — Y 7, d(f:) Curva z — Y 72, %:)
k k
Curva z — Y oo, % Curva z — > po f(;k )
no es fractal donde f(x) = 2d(x)(1 — d(z))

4.4.4 Curva de Levy

La curva de Levy! es el atractor en el plano de dos similitudes dirigidas de centros distintos A y

B, de razén ‘/75 , y de angulos § y —7, respectivamente ( su dimensién fractal es menor o igual

IPaul Lévy (1886-1971), matemédtico francés.
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log2 __ 9 ). A seguir se muestra las etapas de la construccién de la curva de Levy

A€ Tog(ve)

[ La figura final le recuerda a un cangrejo?

4.4.5 Curvas de Peano y de Hilbert

Las curvas de Peano y de Hilbert son curvas que llenan el cuadrado unitario del plano.

Para la construccién de la curva de Peano, particionamos el cudrado unitario [0,1] x [0,1]
del plano en 9 cuadrados pequenos, todos iguales, numeramos cada uno de esos cuadrados de
modo que dos cudrados sucesivos se tocan por un lado, comenzando por el cuadrado base de la
extrema izquierda y terminamos en el cudrado en la parte derechaizquierda, hay dos posiblidades,
nosotros elegimos el camino vertical. Enseguida, particionamos cada uno de esos 9 cudraditos en
otros 9 cuadrados pequenos iguales, numeramos cada uno de esos 9 cuadraditos de manera que
dos cuadraditos se tocan sélo en un lado, comenzamos por el cuadradito extremos izquierdo en la
base y terminamos en el cudradito superior extremo derecho, el primer cudradito de uno de los
cuadrados de la etapa anterior debe tener un lado en comtun con el primer cuadrado de la etapa
anterior y el dltimo cuadradito debe tener un lado en comin con el cudradito siguiente.

Repetimos indefinidamente el proceso anterior, obteniendo de esa forma la curva de Peano, la
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cual llena todo el cudrado unitario en el plano.

]
T
]
=]

HET
HE
Hig

AR by I

(B Errati s H
| EERCR IR s
| ] EERCR T

==+ g

{kD

A rrers 1w S ven B st i v S ror iy s KN 5 e

o s
R Tl e e e v FA M e b

b IR |

e 1y TECTERCTER S R S e Bty JE I

,
ip e e e e e e

n a1 s
e e e e e

{ TR 1y M Qi I K Gt ) A ) I

(P o T i e N P iy K ' o R o 5 Y v

(L E by IR ] RO b R

S
(o
bt
i
ki

Curva de Peano

Dado un cuadrado ABCD, por ejemplo, A =(0,0), B=(1,0), C =(1,1) y D=(0,1), la
curva de Peano es la curva atractor del segmento de [AC] asociado a una familia de 9 contracciones,
similitudes de razén 1/3, transformando el cuadrado grande en los nueve cuadraditos pequenos
que lo componen, donde el cuadrado lleno ABCD es el atractor.

La construccién de la curva de Hilbert es andloga aquella hecha para la curva de Peano.

La curva de Hilbert es la tnica curva de Peano binaria llenando el cuadrado [0,1] x [0, 1] y tal
que M(0) =(0,0) y M(1) =(1,0). Ella es definida por el algoritmo siguiente.

1. Particionamos el cudrado [0,1] x [0,1] en 4 cuadrados pequenos iguales, numeramos cada
uno de esos cuadraditos de manera que dos cuadraditos sucesivos se tocan por un lado.
Comenzamos por el cuadrado de la base extremo izquierdo, y terminamos por el cuadrado
de la base en el extremo derecho

2. Particionamos cada uno de esos cuadrados en 4 cuadraditos pequenos. Numeramos esos
cuadrados como se muestra en la figura

3. Repetimos el proceso indefinidamente
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