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Introducción

Primero remarquemos que el estudio de los fractales no es algo privativo o exclusivo de las
Matemáticas. El estudio y origen de distintos fenómenos que se explican mediante modelos fractales
corresponde determinarlo a las disciplinas cient́ıficas donde se planteen. También debemos señalar
el potencial interdisciplinar de estos objetos, como elementos que pueden constituir el eje sobre
el cual distintas disciplinas pueden trabajar coordinadamente. Los fractales desde su primera
formulación tuvieron una vocación práctica de servir como modelos para explicar la naturaleza.
El propio Benoit Mandelbrot tuvo el mérito de intuir la potencia de los fractales para construir
modelos que expliquen la realidad, esto lo hizo desde su primera formulación y desde sus primeros
trabajos que, con un notable afán práctico y divulgador. En este sentido es indispensable leer
los trabajos de Mandelbrot (1975) y (1977), aśı como el de Feder (1988). Otra cosa que hay
que señalar es que por su novedad este dominio de las matemáticas está lleno de intuiciones muy
acertadas, pero también de ambigüedades ¿Qué criterios se pueden seguir para decir que un objeto
real tiene estructura de fractal? Es claro que un criterio puede ser el de la simple percepción
visual o intuición. A la vista de algo está claro que alguien exclamará esto es un fractal. Esto
ya constituye un criterio bueno y que vale para trabajar con nuestros alumnos. A continuación
podemos investigar algo más, el alumno nos puede decir que lo mismo que se ve a gran escala se
ve a pequeña escala, lo cual nos da una idea de recursión o de autosimilitud. O que se parece a un
árbol, lo cual nos da ya idea de ramificación. Este lenguaje que es vago e impreciso no está muy
lejos, aunque parezca extraño, del significado cient́ıfico que se atribuye a un objeto real o natural
cuando se dice que es un fractal. Por ejemplo ¿qué se quiere decir cuando se dice que una zona
costera es un fractal? Desde luego no quiere decirse que haya una curva y una fórmula matemática
que se ajuste de forma precisa al perfil del litoral. Lo que quiere decirse es que pueden definirse un
modelo matemático fractal, que se ajusta con unas cotas máxima y mı́nima de error, cotas que se
pueden determinar de forma precisa, al perfil de la costa. Aśı veremos no sólo que se han ajustado
curvas fractales a ciertas zonas de costa, Gran Bretaña, Noruega, y a fronteras como la de España
y Portugal, sino que además como veremos coinciden con una variante de la curva de Koch y que
también se ha determinado su dimensión fractal. La cuestión que se plantea a continuación es si
un objeto con estas caracteŕısticas, un trozo de costa, la red arterial, son realmente fractales, o
dicho de otra forma ¿existen realmente fractales en la naturaleza?. Esta pregunta, que es legitimo
hacerla, e incluso responderla negativamente, es decir negando la existencia de los fractales en la
naturaleza, es la misma que se hace cuando se pregunta si existen superficies planas o lineas rectas
en la naturaleza, o si existen esferas. Seŕıa como suponer que en la naturaleza no existen esferas
por que la Tierra, u otros planetas, no se ajustan con precisión a lo que es una esfera ideal tal
como se define en Matemáticas.

En la naturaleza los objetos fractales suelen aparecer de varias formas. Una de ellas es en
una situación de frontera, y aqúı incluimos todos los casos en que entran en contacto dos medios
humanos, naturales, f́ısicos, qúımicos, etc. o dos superficies diferentes: frontera entre páıses, riberas
de los ŕıos, litoral, nubes, ..., otra situación es la de árbol. Es decir aquellos casos en que se produce
una ramificación con autosimilitud: árboles, arbustos, y plantas, tejidos arteriales, cuencas fluviales
con sistemas de ŕıo, afluentes, barrancos, riachuelos, etc. redes capilares, redes pulmonares, ...

Existen razones puramente estéticas, o de la curiosidad, que producen la observación y el estu-
dio anaĺıtico de estas curvas, y que estimula la formulación de modelos matemáticos o geométricos,
que permitan comprender fenómenos cient́ıficos o tecnológicos de cierta profundidad. La intro-
ducción del computador, con su inmensa capacidad de iteración rápida e interactiva, con la ayuda
de algoritmos y procedimientos relativamente sencillos, es el instrumento ideal para el trabajo con
este tipo de objetos matemáticos. Por su capacidad de interacción con el usuario, el computador
permite un ajuste rápido entre las instrucciones establecidas en términos de procedimientos es-
paciales y la formulación definitiva de estos procedimientos como algoritmos, mediante contrastes
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sucesivos con variaciones en los programas y en las ejecuciones. Hasta ahora la variación de las
condiciones en los modelos sólo pod́ıan ser seguidos mediante experimentos o simulaciones men-
tales reservados a aquellos alumnos más competentes para la retención de datos y para llevar a
cabo representaciones mentales. A esta capacidad para la iteración hay que añadir la capacidad
gráfica de los entornos gráficos que permiten con su poder de resolución y rapidez de ejecución,
seguir los procesos iterativos, y contrastar la variación en las representaciones con variaciones en
los parámetros.



Caṕıtulo 1

Ideas Básicas

¿Que es un Fractal?, ¿son las figuras siguientes Fractales? , ¿qué razón tenemos para llamarlas
Fractales?

¿Cómo generamos este tipo de figuras?

En general la generación de imágenes como las anteriores es a través de procesos iterativos.
Noción que pasamos a derrollar ahora.

1.1 Procesos Iterativos

La idea fundamental de un proceso iterativo consiste en lo siguiente: dado uno o varios valores
iniciales, se introducen estos en una o varias fórmulas, transformación iterativa, la cual podemos
imaginar como una máquina que transforma un valor inicial o varios valores iniciales en otro u
otros valores, resultado, el cual pasa a ser considerado como parte de nuevos valores iniciales o de
un nuevo valor inicial para el proceso iterativo. Un valor inicial puede ser un ente geométrico, por
ejemplo un punto o un conjunto de puntos o una figura. La transformación que se aplica puede
venir expresada por fórmulas o por una serie de pasos a ejecutar en cada etapa de la iteración.
Un ejemplo sencillo de un proceso iterativo es dado por la sucesión de Fibonacci, (Fn)n∈N , cuyos
primeros valores son

1, 1, 2, 3, 5, 8, . . .

la cual se obtiene considerando los valores iniciales F0 = 1 , F1 = 1 y para n ≥ 1 la fórmula
iterativa Fn+1 = Fn + Fn−1 .

Esta sucesión tiene relación con un problema clásico sobre reproducción de conejos

“Se pone en un campo cerrado un conejo y una coneja. Estos están fértiles al mes de vida.
Suponga que se demora un mes en nacer otra pareja de un conejo y una coneja. Suponiendo que los
conejos no mueren, y que cada vez engendran un macho y una hembra con las mismas condiciones
que la pareja inicial ¿Cuántos pares de conejos habrá en 6 meses, en un año, en dos años ...?”

3
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El modelo Fibonacci para la reproducción de los conejos, es quizá, uno de los primeros modelos
matemáticos para representar realidades. Aunque como el lector comprenderá no es un problema
muy serio.

El proceso iterativo que acabamos de ver, viene expresado por una fórmula. Un ejemplo de
un proceso iterativo que viene expresado como una serie de pasos a ejecutar, lo ilustramos en la
próxima sección.

1.2 Curva de Koch: construcción geométrica

El nombre de esta curva es en honor a su creador, el matemático sueco Niel Helge von Koch
(25/01/1870–11/03/1924), que publicó en 1904 el trabajo “Sur une courbe continue sans tangente,
obtenue par une construction géométrique élémentaire”.

1. Considere un segmento de recta, el cual consideramos de longitud 1 (esto no constituye
ninguna restricción.)

2. Reemplace el segmento inicial por cuatros segmentos de recta cada uno de longitud 1
3×(longitud

del segmento anterior). Formando la figura siguiente

Obtenemos aśı una poligonal �1 (de la base de la figura, en azul los intervalos que permanecen
y en rojo los nuevos segmentos agregados) formada por cuatro segmentos de longitud 1

3 , por
lo tanto su longitud �1 es 4 · 1

3 = 4
3 .

3. Aplicamos el proceso de reemplazar cada segmento de la poligonal �1 obtenida en la etapa
anterior por cuatro segmentos cada uno de longitud 1

3×(longitud del segmento considerado).
Con esto, obtenemos la figura siguiente

La nueva poligonal �2 , en la cual cada segmento tiene longitud 1
3

1
3 = 1

9 , hay 16 de tales

segmentos, luego la longitud de la poligonal �2 es igual a 16
9 =

(
4
3

)2
.
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4. Repetimos el proceso de reemplazar cada segmento de recta de la poligonal por cuatro seg-
mentos, como se hizo en el paso 2. Obtenemos aśı una poligonal �3 que consta de 64
segmentos, cada uno de longitud 1

3 · 1
9 = 1

27 , por lo tanto la longitud de la poligonal �3 es
64
27 =

(
4
3

)3
.

5. Este proceso puede repetirse indefinidamente, obteniendo una “curva” de longitud infinita,
pues en la etapa n la poligonal obtenida consta de 4n segmentos, cada uno de longitud 1

3n .

Por lo tanto la longitud de �n es
(
4
3

)n
que se hace grande cuando n crece. La curva ĺımite

es llamada curva de Koch.

Como puede observarse desde la construcción de la curva de Koch, en cada etapa agregamos puntos
esquinas (aquellos que forman el vértice de dos segmentos). La curva final tendrá un punto esquina
en cada punto, esto no es fácil de imaginar, pero de hecho aśı ocurre.

Curva de von Koch

La construcción de reemplazar cada segmento por otros cuatro, cada uno de longitud 1
3 ×(longitud

del segmento considerando en la etapa anterior) puede aplicarse, por ejemplo, a los lados del
triángulo equilátero de lado 1. Obteniendo, una figura como se muestra abajo

Curva de von Koch cerrada

Es fácil ver que la longitud de la curva ĺımite crece indefinidamente, notemos que la curva ĺımite
acota una región de área finita en el plano . Esta curva ĺımite es llamada copo de nieve de Koch.
Ella hiere nuestra intuición, pues es una curva de longitud infinita que delimita una región de área
finita en el plano. Una manera sencilla de ver esto, es mostrar que la curva de Koch está contenida
en la región delimitada por el ćırculo circunscrito al triángulo equilátero con el cual comenzamos
la construcción. A seguir calculamos en forma expĺıcita el área que acota el copo de nieve de Koch.

1.2.1 Cálculo del área acotada por el copo de nieve de Koch

Ahora calcularemos el área delimitada por el copo de nieve de Koch, la siguiente figura nos muestra
hasta la etapa 2 los triángulos que vamos agregando,
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Inicialmente tenemos un triángulo equilátero de lado �0 = 1 , por lo tanto su área es igual a

A0 =
√
3
4 . En la primera etapa de la construcción agregamos tres pequeños triángulos equiláteros,

cada uno de lado �1 = 1
3 , luego el área de la figura resultante en la primera etapa es A1 =√

3
4 +3

√
3
4

1
9 =

√
3
4

(
1 + 1

3

)
=

√
3
3 . En la etapa 2, a lo anterior agregamos 12 triángulos, cada uno con

lado de longitud �2 = 1
9 , luego el área de la figura resultante es A2 =

√
3
4

(
1 + 1

3

)
+12

√
3
4

1
81 = 10

√
3

27 .
En la etapa 3, al área que ya tenemos le agregamos 48 triángulos equiláteros, cada uno de lado

�3 = 1
27 , por tanto el área de la figura en la etapa 3 es A3 = 10

√
3

27 +48
√
3
4

1
272 = 282

√
3

272 . Continuando

de esta manera, podemos postular que el área delimitada por la curva de Koch cerrada es 2
√
3

5 .
De hecho, tenemos

A1 −A0 =

√
3

3
−

√
3

4
=

√
3

12

(
4

9

)0

A2 −A1 =
10

√
3

27
−

√
3

3
=

√
3

12

(
4

9

)1

A3 −A2 =
282

√
3

272
− 10

√
3

27
=

√
3

12

(
4

9

)2

...

An −An−1 =

√
3

12

(
4

9

)n−1

...

Ahora, como An−A0 = (An−An−1)+(An−1−An−2)+ · · ·+(A3−A2)+(A2−A1)+(A1−A0) ,
nos queda

An −A0 =

√
3

12

(
1 − ( 49)n−1

)
1 − 4

9

, de donde An =

√
3

4
+

√
3

12

(
1 − ( 49)n−1

)
5
9

.

Como
(
4
9

)k
tiende a 0 cuando k crece indefinidamente, se sigue que An se aproxima al valor

2
√
3

5 como deseabamos probar.

Observación. Si en la construcción del copo de nieve de Koch comenzamos con un triángulo
equilátero de lado a , no hay nada substancialmente distinto a lo expuesto anteriormente.
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1.3 Conjunto de Cantor

Este conjunto es utilizado frecuentemente en matemática para construir ejemplos y su nombre lo
debe a su creador George Cantor (03/03/1845-06/01/1918).

Comenzamos la construcción con un segmento de recta, digamos de longitud 1. Dividimos
el segmento inicial en 3 segmentos cada uno de longitud 1

3 , y eliminamos el segmento central,
obteniendo dos segmentos cada uno de longitud 1

3 . Enseguida dividimos cada segmento resultante
en la etapa anterior en 3 segmentos de igual longitud 1

3×(longitud del segmento al cual le estamos
aplicando el proceso), y eliminamos los segmentos centrales, obtenemos 4 segmentos cada uno de
longitud 1

9 . Repetimos el proceso de división y eliminación anterior a cada segmento resultante
en la etapa anterior, y continuamos el proceso indefinidamente. El resultado final es un conjunto
C, llamado conjunto de Cantor, el cual es no vaćıo y contiene tantos puntos como la recta real.

Debido a su construcción el conjunto de Cantor es autosimilar, esto quiere decir que si tomamos
pequeñas partes del conjunto de Cantor, y le un zoom, por muy chica que sea esta, vemos de nuevo
el conjunto de Cantor. Si en cada etapa de la construcción del conjunto de Cantor, medimos la
longitud del conjunto resultante, obtenemos lo siguiente:

Etapa 0 1 2 3 · · · n

Longitud 1 2
3

(
2
3

)2 (
2
3

)3 · · · (
2
3

)n
Luego, el conjunto de Cantor tiene longitud 0.

Afirmación. El conjunto de Cantor tiene tiene tantos puntos como el segmento inicial.

Para ver que C tiene tantos puntos como el segmento inicial, escribimos los números 0 ≤ x ≤ 1
en base en el sistema binario, es decir, escribamos x =

∑∞
j=1 aj2

−j , donde aj ∈ {0, 1} . Por otra

parte, escribiendo los números reales entre 0 y 1 en base 3, es decir, x =
∑∞

j=1 dj3
−j , donde

dj ∈ {0, 1, 2} . Veremos más adelante que un número 0 ≤ x ≤ 1 pertenece al conjunto de Cantor
si éste no contiene al d́ıgito 1 en su reepresentación en base 3, en otras palabras, x se escribe en
la forma x =

∑∞
j=1 dj3

−j , con dj ∈ {0, 2} . Definamos la función Φ : {x : 0 ≤ x ≤ 1} −→ C

por Φ(
∑∞

j=1 aj2
−j) =

∑∞
j=1(2aj)3

−j . Es fácil verificar que Φ es una biyección, por lo tanto se
tiene lo pedido. Lo que acabamos de demostrar no es intuitivo ni fácil de aceptar.

1.4 Triángulo de Sierpinski

El nombre de esta figura fractal lo debe a su creador el matemático polaco Wlac�law Sierpiński
(14/03/1882–21/10/1969). La construcción clásica de esta figura fractal es como sigue. Con-
sideramos una región triangular, la cual para simplificar suponemos delimitada por el triángulo
equilátero de lado 1. Dividimos la región en cuatro regiones menores de igual área, esto se logra
uniendo los puntos medios de los lados del triángulo original.
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1.4.1 Área del triángulo de Sierpinski

El triángulo de Sierpinski tiene área cero. Para mostrar esto calculamos el área retirada en la
construcción del triángulo de Sierpinski.

En la etapa inicial tenemos un triángulo equilátero de lado 1, luego su área es A0 =
√
3
4 . En la

primera etapa retiramos el triángulo equilátero central de lado �1 = 1
2 , y nos quedan tres triángulos

equlateros de lado �1 = 1
2 por lo tanto el área de la figura que resulta es A1 = 3

√
3
4

1
4 = 3

√
3

16 . En
la segunda etapa, de cada uno de los triángulos restantes retiramos un triángulo equilátero de lado
�2 = 1

4 y nos quedan 9 triángulos equiláteros cada uno de lado �2 = 1
4 , luego el área de la figura

es A2 = 9
√
3
4

1
16 = 9

√
3

64 , y continuando de este modo, en la etapa n de la construcción, el área de

la figura que resulta es An = 3n−1

4n−1 ·
√
3
4 . Ahora, como 3n−1

4n−1 =
(
3
4

)n−1
tiende a 0 cuando n crece

indefinidamente, conclúımos que el triángulo de Sierpinski tiene área 0
El triángulo de Sierpinski, al igual que la curva de Koch y al conjunto de Cantor, es autosimilar.
Estas tres figuras, constituyen la triloǵıa de los más clásicos ejemplos de las figuras llamadas

fractales.

1.5 Alfombra de Sierpinski

La construcción de la alfombra de Sierpinski es similar a la construcción del triángulo de Sierpinski.
En la secuencia de figuras siguientes se muestra las primeras cuatro etapas de la construcción de
la alfombra de Sierpinski.

Construcción de la alfombra de Sierpinski

Otro de los ejemplos de los llamados fractales clásicos es la esponja de Menger, cuya construcción
geométrica es análoga a la del triángulo de Sierpinski. La esponja de Menger es un fractal que
tiene vólumen 0 y área infinita, por lo tanto es una especie de versión tridimensional de la curva de
Koch, la figura muestra las primeras etapas de su construcción, de la cual el lector puede deducir
su proceso general de construcción.

Esponja de Menger



Caṕıtulo 2

Iteración de funciones

Muchos modelos matemáticos se han construido para estudiar crecimiento de poblaciones, esta
pueden ser de diferentes especies.

Si denotamos la ley que rige el crecimiento de una población por x(n + 1) = f(x(n)) , donde
x0 = x(0) denota el valor que tomamos como valor inicial para nuestro estudio, entonces x(n) =
fn(x(0)) , donde fn significa f compuesta consigo misma n veces, es decir, fn = f ◦ · · · ◦ f .
Aśı x(n) será el valor que tiene la variable poblacional en el tiempo después de n unidades de
tiempo (segundos, minutos, d́ıas, años, siglos, milenios,...). Luego, el valor de la variable x(n) en
el siguiente estado es x(n+ 1) = f(x(n)) . En Bioloǵıa de poblaciones, x(n) puede representar el
tamaño de una población en la generación n , este modelo establece que el tamaño x(n + 1) de
una población en la generación n+ 1 está relacionado al tamaño de la población en la generación
precedente n por la función f . En epidemioloǵıa, x(n) representa la fracción de población
infectada en el tiempo n . En economı́a, x(n) puede ser el precio por unidad en el tiempo n de un
cierto bien transable. En Ciencias Sociales, x(n) puede ser la cantidad de unidades de información
que puede ser recordada después de un pŕıodo n de tiempo.

Queremos saber cómo evoluciona la población a partir de un tamaño poblacional inicial x(0) =
x0 , para ello debemos calcular x1 = f(x0) , x2 = f(x1) = f(f(x0)) , . . . . Antes de continuar,
introducimos la notación siguiente, f0(x) = x , f1(x) = f(x) , f2(x) = f ◦ f(x) , y en general,
fn(x) = f(fn−1(x)) , n ≥ 1 . Aśı, en nuestro ejemplo, x3 = f3(x0) , x4 = f4(x0) , . . . y el proble-
ma ahora es describir la conducta de esta sucesión de puntos x0, x1, x2, . . . . El proceso descrito
arriba es llamado iteración de una función. Una forma de visualizar el proceso de iteración de
una función es el siguiente. Graficamos la función f(x) y la diagonal Δ = {(x, x) : x ∈ R} en
el plano. Comenzando con x0 , trazamos un segmento de recta paralelo al eje y en la dirección
del gráfico de f(x) , la intersección de este segmento de recta con el gráfico de f(x) es el punto
(x0, f(x0)) . A partir de este punto trazamos un segmento de recta paralelo al eje x en la dirección
de la diagonal Δ , su intersección con la diagonal es el punto (f(x0), f(x0)) , luego su coordenada
de las abscisas es x1 = f(x0) . Continuando con este proceso, a partir del punto (f(x0), f(x0))
trazamos un segmento de recta paralelo al eje y en la dirección del gráfico de f(x) , su intersección
con el gráfico de f(x) es el punto (x1, f(x1)) = (f(x0), f2(x0)) . Ahora, a partir de este punto
trazamos un segmento de recta paralelo al eje x en la dirección de la diagonal Δ , su intersección
con esta es el punto (f(x1), f(x1)) = (f2(x0), f2(x0)) , luego su abscisa es el x2 = f(x1) = f2(x0) .
Por lo tanto para visualizar geométricamente las iteraciones de una función de variable real y a
valores reales, es continuar con el proceso descrito arriba. En la figura siguiente se muestra las
iteraciones de un punto x0 el cual denotamos por el śımbolo 1 . La intersección del segmento
de recta a partir de x0 y paralelo al eje y lo denotamos por el śımbolo 2 y representa al punto
(x0, f(x0)) , el śımbolo 3 representa al punto (f(x0), f(x0)) , el śımbolo 4 representa al punto

9
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(f(x0), f2(x0)) , y aśı sucesivamente.

Desde al análisis de la figura se ve fácilmente que debemos hacer para describir geométricamente
la sucesión xn = fn(x0) , n = 1, 2, . . . . Al conjunto orbf (x0) = {fn(x0) : n ∈ N} lo llamamos
órbita positiva de x0 .

Si un punto x satisface fn(x) = x y f j(x) �= x para 0 < j < n , decimos que x es un punto
periódico de peŕıodo n para f , geométricamente, un punto es periódico de peŕıodo n si el gráfico
de la función fn(x) corta a la diagonal en dicho punto, y no es punto periódico de peŕıodo menor.

2.1 Modelo lineal

Sea x(n) el tamaño de una población de una cierta especie en el tiempo n . Llamemos μ a la
razón de crecimiento de la población desde una generación a otra. Un modelo matemático simple
que describe el tamaño de la población es el siguiente

x(n+ 1) = μx(n) , n ≥ 0 ,

donde x(0) = x0 es el tamaño inicial de población. Este modelo es llamado modelo lineal. Los
estados de la población bajo este modelo son obtenidos iterando la función fμ(x) = μx . Tenemos
entonces que

x(1) = fμ(x0) = μx0

x(2) = fμ(x1) = μx(1) = μ2x0

x(3) = fμ(x2) = μx(2) = μ3x0

...

x(n) = fμ(xn−1) = μnx0 .

Como veremos a continuación el comportamiento de una población modelada de esta forma
depende del valor de μ .

Supongamos primero que μ > 0 .

Extinsión de la población. Si 0 < μ < 1 , entonces como μn tiende a cero cuando n crece, la
población se extingirá, es decir, la iteración de cada punto por la función fμ(x) = μx se aproxima a
cero cuando n crece indefinidamente. El punto x = 0 permanece fijo durante todas las iteraciones.
La conducta de las iteraciones es mostrada en la figura siguiente.

Explosión de la población. Si μ > 1 , la población crece indefinidamente, pues en este caso
μn crece indefinidamente cuando n → ∞ , decimos en este caso que tenemos una explosión de
la población. El punto x = 0 permance fijo durante todas las iteraciones. La conducta de las
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iteraciones cuando μ > 0 y μ �= 1 , son mostradas en las figuras siguientes

Modelo lineal con 0 < μ < 1 Modelo lineal con μ > 1

Población estable: no crece ni decrece. Si μ = 1 , entonces x(n) = x0 para todo n , y la
problación permanece constante.

Supongamos ahora que μ < 0 . En este caso decimos que tenemos un modelo de tela de araña,
por razones obvias al observar las iteraciones de la función fμ(x) = μx .
Caso −1 < μ < 0 . Si −1 < μ < 0 , entonces las iteraciones de cada punto x0 , con x0 �= 0 ,
tienden a 0, pero esta vez lo hace espiralando como se muestra la figura abajo. La población tiende
a extinguirse, pero la conducta de ella es de espiral. El punto x = 0 permance fijo durante todas
las iteraciones. La conducta de las iteraciones es mostrada en la figura siguiente.
Caso μ < −1 . Cuando μ < −1 , las iteraciones de cualquier punto, excepto x = 0 , tiende a
infinito espiralando como muestra la figura siguiente. El punto x = 0 permance fijo durante todas
las iteraciones. La conducta de las iteraciones cunad0 μ < 0 y μ �= 1 son mostradas en las figuras
siguientes

Modelo lineal con −1 < μ < 0 Modelo lineal con μ < −1

Caso μ = −1 . En este caso, la conducta se repite periodicamente cada dos iteraciones, pues
fμ(fμ(x)) = x para todo x �= 0 , el punto x = 0 permance fijo durante todas las iteraciones.

Como vimos el modelo lineal de poblaciones en muy fácil de analizar, su conduta depende sólo
del valor del parámetro μ , y sólo ocurren las conductas antes vistas.

2.2 Iteraciones de la función x −→ √
x

Continuando con la iteración de funciones consideremos la transformación definida pe la fórmula

x
√
−→ √

x

Si elegimos un número positivo x0 , el cual consideremos como valor inicial y aplicamos repetidas
veces la fórmula “extraer ráız cuadrada” obtenemos una sucesión de valores

x0

√·−→ x1 =
√
x0

√·−→ x2 =
√
x1 =

√√
x0

√·−→ x3 =
√
x2 =

√√
x1 =

√√√
x0

√·−→ · · ·

Note que la sucesión xn siempre converge a 1, independiente de la condición inicial que tomemos.

En concreto, si tomamos x0 = 2 obtenemos x1 =
√

2 = 1.414212562 . . . , x2 =
√√

2 =

1.189207115 . . . , x3 =

√√√
2 = 1.09057733 . . . , despues de aplicar varias veces la función

x 
→ √
x en la calculadora, veremos aparecer un 1, lo cual es resultado de las aproximaciones
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que hacen internamente las máquinas, pues este valor es alcanzado sólo cuando x0 = 1 . Ahora, si
x0 = 0.3 entonces obtenemos x1 = 0.547722557 . . . , x2 = 0.740082804 . . . , x3 = 0.860280654 . . . ,
y aśı sucesivamente, aplicando reiteradas veces la función x 
→ √

x vemos aparecer finalmente el
número 0.999999999 . . . , el cual es más correcto que el obtenido en el caso anterior. Las siguiente
figuras muestran las iteraciones de la función x 
→ √

x , la cual tiene a x = 0 como punto fijo
repulsor y a x = 1 como único punto fijo atractor. No hay otros puntos fijos ni periódicos para
esta función.

x0 = 0.3 x0 = 3

2.2.1 Método de Newton

Otro ejemplo de un proceso iterativo definido mediante una función es el siguiente. Dado un
número real positivo a , el proceso iterativo1

xn+1 =
1

2

(
xn +

a

xn

)

nos permite aproximar, tanto cuanto deseemos, el valor de
√
a comenzando con un número real

positivo x0 . Por ejemplo, si a = 2 , entonces sabemos que
√

2 = 1.414213562 . . . . Considerando
x0 = 3 , usando la fórmula iterativa, obtenemos la sucesión de valores,

n xn
0 3
1 1.8333333 . . .
2 1.46212121212 . . .
3 1.41499842990 . . .
4 1.41421378004 . . .
5 1.41421356238 . . .
6 1.41421356238 . . .

detenemos el proceso en x6 = 1.41421356238 . . . , pues este valor tiene un error de 0.1 · 10−10 con
el valor de

√
2 obtenido mediante la calculadora, es decir, |√2 − x6| = 0.1 · 10−10 .

x0 = 0.3 x0 = 3

1Este proceso iterativo es conocido desde muy antiguo, lo usaban los babilonios para el cálculo de ráıces cuadradas,
posteriormente es conocido como método de Newton
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Si comenzamos con un valor inicial x0 < 0 entonces la sucesión que se genera se aproxima a
−√

a .

iteraciones de Newton, x0 = −0.3 iteraciones de Newton, x0 = −3

En general, para calcular n
√
a podemos usar la fórmula iterativa

xk+1 =
1

n

(
(n− 1)xk +

a

xn−1
k

)
,

por ejemplos para calcular aproximaciones del valor 3
√
a podemos usar la sucesión

xk+1 =
1

3

(
2xk +

a

x2k

)
.

Podemos, por ejemplo, usar la fórmula iterativa anterior para calcular aproximadamente 3
√

2 .
Iterar funciones, en general, es una tarea complicada, las siguientes figuras ilustran las iatera-

ciones obtenidas de la función loǵıstica f(x) = λx(1 − x) para λ próximo de 4.

λ = 3.8 λ = 4.0 λ = 4.0

Algunos lectores y autores llaman a esto un proceso caótico, pero por el sólo hecho que las itera-
ciones sean complicada, no hace que la aplicación sea caótica. La definición precisa de aplicaciones
caóticas requiere de conceptos matemáticos que caen fuera del objetivo básico de este texto.



Caṕıtulo 3

Representaciones Numéricas

Para representar números en algún sistema numérico, lo primero que debemos hacer es definir cuál
será el conjunto de d́ıgitos. Para el sistema decimal el conjunto de d́ıgitos es D = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} ,
para el sistema binario el conjunto de d́ıgitos es D = {0, 1} . Estos representan los sistemas
numéricos más comúmente usados, el primero por ser el de uso cotidiano y el segundo por ser
usado por los sistemas computacionales. Otros de uso no tan difundido son los sistemas en base
3 (representación ternaria), base 8 y base 16. El uso de representaciones en ciertas bases es muy
antiguo, por ejemplo, los Babilonios usaban base 60 para representar los números.

3.0.2 Representación decimal

Para el sistema decimal el conjunto de d́ıgitos es D = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} .
Comenzemos por estudiar la representación con un número natural. Queremos expresar un

número natural n como una suma de potencias de 10 y coeficientes (d́ıgitos) en D , en otras
palabras, queremos escribir

n = k0 + k110 + k2102 + · · · + kN10N =
N∑
i=0

ki · 10i

donde N es un entero no negativo y los coeficientes ki ∈ D , i = 0, 1, . . . , N . Obtenemos
esta representación aplicando reiterativamente el algoritmo de la división de Euclides. Para esto,
simplemente debemos notar que para cada número natural n existe un entero positivo � de modo
que 10� ≤ n < 10�+1 . En resumen, hemos visto que cada número natural n se puede expresar
como una suma de potencias de 10 y coeficientes (d́ıgitos) en D . Esta representación es llamada
representación decimal (o en base 10 ) de n .

El mismo tipo de representación mediante una suma finita para un número real x con 0 ≤ x < 1
ya no es posible, por ejemplo para el número racional 2/3 se tiene

2

3
= 0.666666 . . .= 0.6 + 0.06 + 0.006 + · · · =

∞∑
j=1

6 · 10−j = 6

∞∑
j=1

10−j.

Por lo tanto debemos estudiar la convergencia de la serie infinita
∑∞

j=1 6 · 10−j . En este ejemplo,
esto es inmediato puesto que ella es una serie geométrica de razón 1/10 y su suma es 2/3 .

A continuación construimos una representación decimal para los números reales x con 0 ≤
x ≤ 1 . Denotaremos a este conjunto por el śımbolo [0, 1] y geométricamente lo representaremos
por el segmento de recta de longitud 1. En otras palabras, a cada punto de la recta corresponde
un elemento de [0, 1] . Dado x ∈ [0, 1] queremos representarlo como

x =

∞∑
i=1

ki · 10−i

14
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donde para cada i ≥ 1 , los coeficientes (d́ıgitos) ki son elementos en D . La forma de obteneer
esta representación es análoga a lo que ya hicimos, para ello basta observar que existe un único
k1 elemento en D tal que k1/10n ≤ x < (k1 + 1)/10n , de este modo obtenemos que x puede
escribirse en la representación (3.1). Como en el ejemplo de la representación decimal del número
2
3 , el problema se reduce a examinar si la serie del lado derecho en la representación de x es
convergente. Para mostrar esto notemos primero que ki/10i ≤ 9/10i para cada i ≥ 1, pues se tiene
que ki ∈ {0, 1, . . . , 9} . Sea xn =

∑n
i=1 ki · 10−i la suma parcial hasta el término n de la serie∑

i≥1 ki · 10−i y sea Gn =
∑n

i=1 9 · 10−i la correspondiente suma parcial de la serie geométrica∑
i≥1 9 · 10−i. Puesto que los coeficientes de la serie geométrica son positivos se obtiene que

xn ≤ Gn ≤
∞∑
i=1

9 · 10−i = 1,

lo cual muestra que la sucesión {xn}n∈N es acotada superiormente por 1.
Además, la sucesión de sumas parciales {xn}n∈N es creciente, pues cada vez estamos sumando

nuevos términos no negativos (mayores o iguales que cero). Aplicamos el siguiente resultado toda
sucesión de númerso reales, creciente y acotada superiormente, es convergente, conclúımos que
{xn}n∈N es convergente, esto es, la serie

∑
i≥1 ki ·10−i es convergente y su suma x =

∑∞
i=1 ki ·10−i

es un número real en el intervalo [0, 1]. De lo anterior, tenemos que dado un número real x con
0 ≤ x ≤ 1 y un número ε > 0 pequeño, existe un número racional q tal que |x − q| < ε, es decir,
podemos aproximar tanto cuanto deseemos un número real por números racionales. Para verlo,
consideremos el desarrollo decimal de x, esto es, escribamos x =

∑∞
i=0 ki · 10−i. Definamos para

cada número natural n el número

qn =

n∑
i=1

ki · 10−i.

Es claro que que cada qn es un número racional (pues es una suma finita de números racionales).
Además, |x− qn| satisface que

|x− qn| =

∞∑
i=n+1

ki · 10−i ≤
∞∑

i=n+1

9 · 10−i = 10−n

de donde se deduce que |x− qn| se aproxima a cero cuando n crece indefinidamente o más precisa-
mente eligiendo n0 de tal manera que 1/10n0 < ε y definiendo q = qn0 =

∑n0

i=1 ki · 10−i se obtiene
lo pedido.

Luego, dado un número real x en el intervalos [0, 1] hemos construido una sucesión de números
racionales que aproxima a x.

Para terminar veremos que si tenemos un número real x ≥ 1 también podemos construir
aproximaciones mediante números racionales. Para ello, reduciremos el problema al caso 0 ≤ x < 1.

Para tal efecto escribamos x = [x] + ((x)) , donde x es un número real con x ≥ 1. Como [x] es
el mayor entero positivo menor o igual que x , este es un número natural y lo podemos representar
de la forma [x] =

∑N
i=0 ki · 10i , donde ki ∈ D y N es el menor natural tal que 10N ≤ [x] < 10N+1.

Por otra parte como 0 ≤ ((x)) < 1 sabemos que ((x)) =
∑∞

j=1 kj · 10−i , donde kj ∈ D para cada
j ≥ 1. En resumen, x se puede representar como

x =

N∑
i=0

ki · 10i +

∞∑
j=1

kj · 10−j.

La primera suma es la representación decimal del número natural [x] y la segunda suma (que
es una serie) es la representación decimal de la parte fraccionaria ((x)) de x. Ahora, para cada
número natural n definamos

qn = [x] +

n∑
i=1

ki · 10−i.
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Cada qn es un número racional y en forma análoga al caso anterior se demuestra que qn se
aproxima cada vez más a x cuando n crece indefinidamente.

Esta propiedad de los números racionales en los números reales es llamada densidad de los
racionales en los reales.

Por ejemplo,
√

2 = 1.414213 . . . se puede escribir en la forma

√
2 = 1 · 100 +

4

10
+

1

102
+

4

103
+

2

104
+

1

105
+

3

106
+ · · · .

De este modo, utilizando la representación anterior, podemos escribir cada número real positivo
en su forma decimal y obtener de este modo aproximaciones de él por números racionales.

En general la representación decimal de un número no es única, por ejemplo número 1 puede
escribirse como

1 = 0 · 100 +

∞∑
j=1

9

10j
= 1 · 10−1 +

∞∑
j=2

0

10j
.

Cuando el denominador de una fracción irreducible p/q no es una potencia de 10, la repre-
sentación decimal de él es periódica. Por otra parte, la perdida de unicidad en la representación
decimal de un número real ocurre cuando x es de la forma p/q con q una potencia de 10. Observe-
mos también que un número irracional tiene representación decimal no periódica.

3.0.3 Representación en base p > 1

Hemos estudiado la representación decimal (base 10) de los números reales no negativos. Ahora
trataremos de imitar esa construcción tomando como base un número natural p > 1 en vez de la
base 10 ya considerada.

Como antes, comenzamos por difinir nuestro conjunto de d́ıgitos, el cual es D = {0, 1, 2, . . . , p−
1} . Primero buscamos la representación en base p para los número naturales, es decir, dado un
número natural n, queremos representarlo como una suma (finita) de potencias de p y coeficientes
en el conjunto D, esto es, queremos expresar n en la forma

n =

N∑
i=0

ki · pi = k0 + k1p+ · · · + kNp
N ,

donde los coeficientes ki son elementos de D, i = 0, 1, . . . , N . Para lograrlo procedemos en forma
similar al caso de la representación decimal y aplicamos el algoritmo de división con p en vez de
10.

Imitando lo realizado para p = 10, bastará lograr dicha representación para los números reales
x en el intervalo [0, 1[. Para esto, dividamos los intervalos [0, 1/pn] (n ≥ 0) en p partes iguales.
Siguiendo las mismas directrizes que se utilizaron para el caso p = 10 se obtiene la representación
requerida, es decir, se concluye que x posee la representación

x =

N∑
j=0

kj · pj +

∞∑
i=1

ki · p−i .

La convergencia de la serie del lado derecho de la igualdad anterior está garantizada debido a
que se le compara con la serie geométrica

∑∞
i=1 p

−i de razón 1
p , con p > 1.

3.0.4 Representación triádica ( p = 3)

Esta representación consiste en tomar p = 3 y por lo tanto el conjunto de d́ıgitos es D = {0, 1, 2}.
Entonces todo número real positivo x es representable como

x =

N∑
i=0

ki · 3i +

∞∑
j=1

kj · 3−j



17

donde los coeficientes k� ∈ D para todo �. Por ejemplo, 38
81 = 1 · 3−1 + 2 · 3−2 + 2 · 3−3 + 0 · 3−4 +

· · ·+0 ·3−n+ · · · . Observemos que en este caso los coeficientes son k1 = 1, k2 = 2, k3 = 2 y kj = 0
para j ≥ 3. Otros ejemplos de representaciones triádicas son

15 = 0 · 30 + 2 · 31 + 1 · 32
7

9
= 2 · 3−1 + 1 · 3−2

√
2 = 1 · 30 + 1 · 3−1 + 0 · 3−2 + 0 · 3−3 + 2 · 3−4 + · · · (no periódica)

2

9
= 0 · 3−1 + 2 · 3−2 = 1 · 3−1 + 2 · 3−2 + 2 · 3−3 + · · ·+ 2 · 3−k + · · ·

Calculemos en detalle el siguiente ejemplo

7

8
= 2 · 3−1 + 1 · 3−2 + 2 · 3−3 + 1 · 3−4 + 2 · 3−5 + · · ·

donde los coeficientes de sub́ındice impar son iguales a 2 y los con subindice par son iguales a 1.
Para probar esta última igualdad procedemos a partir la serie en dos series, una que agrupa los
coeficientes pares y otra los impares. Tenemos entonces que

∞∑
j=0

2 · 3−(2j+1) +

∞∑
j=0

1 · 3−2j =
2

3

∞∑
j=0

9−j +

∞∑
j=1

9−j

=
2

3
· 9

8
+

1

8
=

7

8
.

En general, un número real x tiene una representación finita en base 3, es decir,

x =
N∑
i=0

ki · 3i +
M∑
j=1

kj · 3−j

si y sólo si x es de la forma m/3n, donde n y m son enteros positivos.
Notemos que si el denominador de la fracción irreducible p/q no es una potencia de 3 entonces

la representación en base 3 de p/q es periódica. Por otra parte números irracionales poseen repre-
sentaciones en base 3 no periódicas. Por ejemplo 1

4 = 0 · 3−1 + 2 · 3−2 + 0 · 3−3 + 2 · 3−4 + · · · ,
aqúı los coeficientes con ı́ndice impar son ceros y los coeficientes con ı́ndice par son iguales a 2.
Ejemplo

1

7
= 0 · 3−1 + 1 · 3−2 + 0 · 3−3 + 2 · 3−4 + 1 · 3−5 + 2 · 3−6 + 0 · 3−7 + · · ·

El bloque formado por los coeficientes k1 = 0, k2 = 1, k3 = 0, k4 = 2, k5 = 1, k6 = 2 y k7 = 0
en la expresión anterior se repite periódicamente.

Al igual que en el caso en base 10, cada número real tiene una representación triádica y existen
números para los cuales se tiene al menos dos representaciones distintas, por ejemplo

1

3
=

1

3
+

0

3
+

0

3
+ · · · =

0

3
+

2

3
+

2

3
+ · · ·

3.0.5 Conjunto de Cantor y representación en base 3

Veamos que el conjunto de Cantor está formado por los puntos x ∈ [0, 1] , cuya representación en
el sistema en base 3 no contienen al d́ıgito 1, es decir, puntos de la forma

x =
∞∑
j=1

kj · 3−j

donde, para cada j ≥ 1 , kj es igual a 0 o 2.
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Geométricamente esto es hecho como sigue. Primero dividimos el intervalo [0, 1] en 3 partes
iguales, es decir,

[0, 1] = [0, 1/3]∪ ]1/3, 2/3[∪ [2/3, 1] .

Denotemos por I0 , I1 e I2 los intervalos [0 , 1
3 ] , ] 13 ,

2
3 [ y [ 23 , 1], respectivamente. Los números

en I0 comienzan su representación en base 3 con el d́ıgitos k1 = 0 , los de I1 con el d́ıgito k1 = 1 y
los de I2 con el d́ıgito k1 = 2 , por lo tanto eliminamos de nuestro intervalo [0, 1] el intervalo central
abierto I1 , nos restan entonces con los intervalos cerrados I0 e I2. Ahora en los intervalo I0 e I2
buscamos los puntos para los cuales k2 es 0 o 2. Tenemos que k2 es igual a 0 en I00 = [0 , 1

9 ] y en
I20 = [ 23 ,

7
9 ], es igual a 1 en I01 =] 19 ,

2
9 [ y en I21 =] 79 ,

8
9 [ , finalmente k2 es igual a 2 en I02 = [ 29 ,

1
3 ]

y en I22 = [ 89 , 1] . Por lo tanto eliminamos de nuestros intervalos los intervalos centrales abiertos,
I01 e I21 .

Definamos ahora, para cada n ∈ N, el conjunto Λn = {a1 . . . an : ai ∈ {0, 2}, i = 1, 2, . . . , n} ,
es decir, Λn esta formado por todos los posible arreglos de largo n de ceros y dos, por ejemplo I0 ,
I2 los podemos escribir como, Iλ , con λ ∈ Λ1 e I00 , I02 , I20 , I22 como Iλ con λ ∈ Λ2.

Usando esta notación, podemos repetir el proceso anterior eliminando desde cada uno de los
intervalos I00 , I02 , I20 e I22 los intervalos centrales abiertos Iλ1 donde λ ∈ Λ2 , obtenemos aśı
una unión de 23 intervalos cerrados. En la etapa siguiente debemos eliminar de cada uno de los
intervalos dejados, los intervalos centrales abiertos del tipo Iλ1 , con λ ∈ Λ3 . Continuando de este
modo, en el paso n tenemos una unión de 2n intervalos cerrados, y de cada uno de los cuales
debemos eliminar los intervalos centrales abiertos Iλ1 , con λ ∈ Λn , y aśı sucesivamente. Es claro
que los números eliminados tienen por lo menos un 1 en su representación triádica, los puntos que
restan de la construcción sólo tienen d́ıgitos 0 o 2 en su represenatión en base 3.

Mediante el proceso descrito arriba, obtenemos el conjunto de Cantor C , como habiamos
afirmado.

Por ejemplo, 1
4 pertenece al conjunto de Cantor, pues como vimos antes,

1

4
= 0 · 3−1 + 2 · 3−2 + 0 · 3−3 + 2 · 3−4 + · · · ,

donde los coeficientes de potencia par son iguales a 2 y los de potencia impar son iguales a 0.

Para tener otra imagen del conjunto de Cantor, hagamos la siguiente construcción:

Sea x un número real y sea L ⊂ R un conjunto. Definimos la traslación de L por x como el
conjunto

L+ x = {y + x : y ∈ L} .
Ahora definamos una sucesión de conjuntos, Lk , donde Lk = Lk−1+sk−1 , k ∈ N. Comenzamos

por definir una sucesión (sk)k∈N , por s0 = 2
3 y para k ≥ 1 , sk = 1

3 sk−1 . La sucesión de conjuntos
Lk , con k ≥ 0 , es entonces definida por L0 = {0} , y Lk = Lk−1 ∪ (Lk−1 + sk−1) , para k ≥ 1 ,
por ejemplo,

L1 =

{
0 ,

2

3

}
, L2 =

{
0 ,

2

9
,

2

3
,

8

9

}
, . . .

Note que L0 ⊂ L1 ⊂ L2 ⊂ · · · ⊂ Lk ⊂ · · · y que Lk está formado por 2k puntos distintos.
Además, para cada y ∈ L su representación en base 3 sólo contiene d́ıgitos 0 o 2, por lo tanto cada
conjunto Lk está contenido en el conjunto de Cantor, C. Denotemos por L = ∪k∈NLk , es claro
que L ⊂ C . Por otra parte, es fácil ver que 1/4 no pertenece a L , por lo tanto L �= C . Afirmamos
que cada x ∈ C se obtiene es aproximado tanto cuanto se desee por alguna sucesión de puntos en
L , es decir, L es denso en C . En efecto, dado x ∈ C , su representación en base 3 es de la forma

x =

∞∑
j=1

kj · 3−j
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donde kj = 0 o 2. Definamos la sucesión (xn)n∈N , donde xn =
∑n

j=1 kj · 3−j , esto es, xn
corresponde a la suma de los primero n términos de la representación de x en base 3 . Es claro que
para cada n ∈ N , se tiene que xn ∈ Ln , y que

|x− xn| =

∞∑
j=n+1

kj · 3−j ≤
∞∑

j=n+1

2 · 3−j = 3−n

como limn→∞ 3−n = 0 , se sigue que limn→∞ xn = x , lo que prueba nuestra afirmación.

3.0.6 Representación binaria (p = 2)

Esta representación consiste en tomar p = 2 y D = {0, 1}. Entonces todo número real positivo x
es representable como

x =
N∑
i=0

ki · 2i +
∞∑
j=1

kj · 2−j

donde los coeficientes, k� ∈ D para todo �. Por ejemplo,

137

256
= 1 · 2−1 + 0 · 2−2 + 0 · 2−3 + 0 · 2−4 + 1 · 2−5 + 0 · 2−6 + 0 · 2−7 + 1 · 2−8 ,

es decir, si consideramos los simbolo 001 , 01011 ellos representan los números racionales

1

8
= 0 · 2−1 + 0 · 2−2 + 1 · 2−3

19

32
= 0 · 2−1 + 1 · 2−2 + 0 · 2−31 · 2−4 + 1 · 2−5.

Un número irracional debe tener infinitos unos en su expresión binaria (de otra forma repre-
sentaŕıa un número racional) y estos ceros y unos no tienen ninguna periodicidad. Es aśı como los
śımbolos 01001000100001 . . . , 110111011110111110 . . . representan número reales. El lector puede
tratar de calcularlos.

Para las computadoras, calculadoras y relojes analógicos los números son objetos de diferentes
longitudes con ceros y unos, donde la longitud de los śımbolos que estas máquinas pueden calcular
es finito (dependiendo de la capacidad de cada una) concluimos que ellas trabajan solamente
con números racionales y sólo con una cantidad finita de ellos. Para máquinas que procesan
con 8 y 13 d́ıgitos respectivamente los resultados que generan para el número irracional

√
2 son

1.4142135 y 1.414213562373, respectivamente. Obviamente, por lo que sabemos estos valores son
sólo aproximaciones racionales de

√
2.

En las representaciones de números reales que hemos expuesto consideramos que tanto la base
p (p > 1) y los d́ıgitos D utilizados son números naturales, la verdad es que esto sólo sirvió
para simplificar la exposición y los cálculos. En general, podemos contruir representaciónes de
los números reales usando una base cualesquiera p con |p| > 1 y un conjunto finito de d́ıgitos
D = {d1, d2, . . . , dk}. La condición |p| > 1 es necesaria para garantizar la convergencia de las
series geométricas involucradas en cada caso.

3.1 Triángulo de Sierpinski y representación en base 2

En el plano eligimos un sistema de coordenadas (u, v) con origen en (0, 0) , donde la recta de las
abscisas coincide con el eje horizontal y la recta de las ordenadas forma un ángulo de 600 con el
eje horizontal. Es fácil ver que las coordenadas en el plano u v , con 0 ≤ u ≤ 1 y 0 ≤ v ≤ 1
representan un punto en el triángulo de Sierpinski si y sólo si la expansión en base 2 de u y de v
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nunca tienen un 1 en la misma posición. Ahora, al igual que como lo hicimos con el conjunto de
Cantor, veremos como obtener una buena aproximación de los puntos del triángulo de Sierpinski.
Definamos s0 = 1

2 y L0 como cualquier conjunto con un punto, por ejemplo (0, 0). Enseguida
definimos L1 como la unión de L0 y el trasladado de L0 por s0 en las dos direcciones de los ejes de
coordenadas, y s1 = 1

2 s0 , L2 es definido como la unión de L1 y los trasladados de L1 por s1 en las
direcciones dadas, y aśı sucesivamente. Es claro que L1 ⊂ L2 ⊂ · · · ⊂ S , donde S es el triángulo
de Sierpinski en el plano. Sea L = ∪k∈NLk . Entonces L ⊂ S. Además, tenemos que cada punto
del triángulo de Sierpinski es aproximado tanto como se desee por una sucesión de puntos en L,
es decir, L es denso en el triángulo de Sierpinski.

Otra manera interesante de obtener una imagen del triángulo de Sierpinski, es considerar el
triángulo de Pascal, es decir, el triángulo formado por los coeficientes binomiales del desarrollo del
binomio (x + y)n, con n = 0, 1, . . . . Enseguida marcamos de color negro cada número impar y
marcamos de color blanco cada número par. Esto es hecho asignando a 0 el color blanco y a 1 el
color negro, y los números en el triángulo de Pascal son considerados módulo 2 (es decir, si k ∈ N

entonces k = 1mod 2 si y sólo si k es impar y k = 0 mod 2 si y sólo si k es par). La figura obtenida
se ve como el triángulo de Sierpinski. La siguiente figura muestra algunos números que quedan en
este proceso

Considerando más filas en el triángulo de Pascal y considerandólo módulo 2, obtenemos la
siguiente figura, que es bastante semejante al triángulo de Sierpinski

algunas filas del triángulo de Pascal mod 2 triángulo de Pascal mod 2



Caṕıtulo 4

Sistemas de funciones lineales
iterados en la recta y en el plano

Lo que desarrollamos en este caṕıtulo corresponde a una parte “inocente” (en el sentido de que
es básico y restricto a la recta y al plano) del tema y su implementación computacional. Esta
es sólo una introducción, digamos somera a la teoŕıa general, pero suficiente para que podamos
experimentar con ella.

4.1 Sistemas de funciones terados en la recta

Comenzamos por estudiar iteraciones de funciones en la recta. Para esto iniciamos el estudio con
las más simples, transformaciones afines. Un transformación af́ın de la recta en si misma es una
función de la forma f(x) = ax + b , donde a, b son constantes reales. El número b = f(0) es
llamado el factor de traslación y a es llamado el factor de contracción si |a| < 1 o de expansión si
|a| > 1 , cuando |a| = 1 la aplicación es llamada una similaridad, pues |f(x) − f(y)| = |x− y| .

El efecto que tiene b es trasladar el origen al punto b , luego, para el análisis de cómo actúa
una transformación af́ın de la recta en si misma, basta ver el efecto que tiene el coeficiente a .

Caso a > 0 . En este caso, la imagen de un intervalo por f(x) = ax , digamos [0, 1] , es el intervalo
[0, a] . Cuando a < 1 el intervalo es contraido al intervalo [0, a] ⊂ [0, 1] . Cuando a > 1 el
intervalo inicial es expandido al intervalo [0, a] ⊃ [0, 1] . Finalmente, cuando a = 1 el intervalo es
dejado invariante, es decir, no sufre modificaciones.

Caso a < 0 . En esta caso, la imagen del intervalo [0, 1] por f(x) = ax es el intervalo [a, 0] ,
el cual es contraido si −1 < a < 0 o expandido si a < −1 , y cuando a = −1 el intervalo se
trasnforma en [−1, 0] . Note que f ◦ f(x) = a2x , luego las segundas iteraciones se se encuentran
en la parte positiva de la recta. En general, fn(x) = (f ◦ · · · ◦ f)︸ ︷︷ ︸

n veces

(x) = anx , por lo tanto las

iteraciones pares se encuentran en la parte positiva de la recta y las iteraciones impares en la parte
negativa.

4.1.1 Iteraciones de funciones afines en la recta

Veamos las iteraciones de una función af́ın de la recta en si misma. Sea f(x) = ax + b una
función af́ın. Entonces , f2(x) = f(f(x)) = f(ax + b) = a(ax + b) + b = a2x + ab + b , f3(x) =
f(f2(x)) = f(a2x + ab + b) = a(a2x + ab + b) + b = a3x + a2b + ab + b , y en general fn(x) =
anx+ (an−1 + an−2 + · · ·+ a+ 1)b , de donde se obtiene que fn(x) = anx+ b

1−a − ban

1−a . Luego, si

21
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|a| < 1 entonces an converge a 0 cuando n→ ∞ , y obtenemos que fn(x) → b
1−a cuando n→ ∞ .

Por otra parte, un cálculo directo nos da que f
(

b
1−a

)
= b

1−a , es decir, el punto xf = b
1−a es un

punto fijo para f(x) = ax+ b , de hecho es el único punto fijo para f(x) .
Por ejemplo, si f1(x) = 1

3x entonces su único punto fijo es xf1 = 0 y la iteraciones fn
1 (x) → 0

cuando n → ∞ para todo x . Si consideramos f2(x) = 1
3x + 2

3 , su único punto fijo es xf2 =
1 . Como vemos ambas funciones f1(x) y f2(x) tienen iteraciones triviales. Pero ¿qué pasa si
consideramos ambas transformaciones y las aplicamos a un conjunto, digamos al intervalo I =
[0, 1] ?, lo que queremos hacer lo ilustramos en la figura siguiente

.............................................................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................. .................................................................................................

.............................................................................................................................................
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..............
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.....

f1 f2

0 1

0 1
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2
3 1
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.
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....
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....
.............
.

........................................................................................................................
..
..........
....

0 1
9

2
9

3
9

6
9

7
9

8
9 1

f1 f2 f1 f2

...

es decir, al intervalo [0, 1] le aplicamos las funciones f1(x) y f2(x) , obtenemos dos intervalos
como muestra la figura, a cada uno de esos nuevos intervalos, le aplicamos las funciones f1(x) y
f2(x) y obtenemos 4 intervalos, y aśı sucesivamente ad infinitum, estas dos funciones operando
conjuntamente, dan origen en este proceso iterativo al conjunto de Cantor, y por separado, sólo
generan como imagen final un punto cada una de ellas

4.2 Sistemas iterados de funciones lineales en el plano

Ahora vamos a estudiar iteraciones de sistemas de funciones del plano en si mismo. En general,
necesitamos el concepto de transformación contractiva, pero dado que esta es sólo una introducción
al tema, nos limitaremos a estudiar las aplicaciones contractivas más simple, es decir, transforma-
ciones contractivas afines del plano en si mismo.

Comenzamos con la definición general de transformación af́ın para despues restringirnos a las
que cumplen la condición de contractividad. Una transformación af́ın en el plano es una función
T : R2 −→ R2 de la forma

T (x, y) = (ax+ by + e, cx+ dy + f)

donde a, b, c, d, e, f ∈ R , la cual podemos escribir usando el lengueje matricial como

T (x, y) =

(
a b
c d

)(
x
y

)
+

(
e
f

)

la parte

(
a b
c d

)
de la transformación T (x, y) la llamamos parte lineal y al vector

(
e
f

)
lo

llamamos vector de traslación.
Si llamamos (r1, θ1) a las coordenadas polares del punto del plano cuyas coordenadas rectan-

gulares son (a, c), es decir, a = r1 cos(θ1) y c = r1 sen(θ1) y (r2, θ2 + π
2 ) a las correspondientes al

punto (b, d), es decir, b = r2 cos(θ2 + π
2 ) = −r2 sen(θ2) y d = r2 sen(θ2 + π

2 ) = r2 cos(θ2) , tenemos
que



Sergio Plaza 23

(
a b
c d

)
=

(
r1 cos θ1 −r2 senθ2
r1 senθ1 r2 cos θ2

)
.

Para visualizar la forma en que actúa una transformación af́ın sin traslación, es decir, cuando
e = f = 0, notemos que el cuadrado unidad (con dos de sus lados sobre los ejes) se transformará
en un paralelogramo, de acuerdo a la siguiente figura

4.2.1 Traslaciones, reflexiones y rotaciones

Con el objetivo de visualizar como una figura geométrica es trasformada mediante una transfor-
mación af́ın del plano en si mismo, estudiamos en detalles las traslaciones, reflexiones y rotaciones.
En cada caso se muestra la forma particular de la matriz y el efecto t́ıpico que produce cuando la
aplicamos al cuadrado unitario con lados sobre los ejes de coordenadas del plano.

4.2.2 Traslaciones

Estas tienen la forma siguiente T (x, y) =

(
1 0
0 1

)(
x
y

)
+

(
e
f

)
, y geometricamente su efecto

sobre un cuadrado se muestra en la figura abajo

(0, 0)

(e, f)

Si trabajamos en C en lugar de R2, la transformación toma la sencilla forma T (z) = z+ e+ if

La letra L puesta dentro del cuadrado inicial es sólo para indicar la posición en que queda el
cuadrado despues de la transformación.

4.2.3 Reflexiones

Estas son de tres tipos: reflexiones respecto al eje horizontal, respecto al eje vertical y respecto al
origen.
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a) Reflexiones respecto al eje horizontal. Estas tienen la forma T (x, y) =

(
1 0
0 −1

)(
x
y

)

(0, 0)

Usando la notación de números complejos, se tiene que T (z) se escribe como T (z) = z,
donde si z = x+ iy , entonces z̄ = x− iy es el conjugado el número complejo z

b) Reflexiones respecto al eje vertical Estas tienen la forma T (x, y) =

( −1 0
0 1

)(
x
y

)

(0, 0)

En notación compleja T (z) = −z

c) Reflexiones respecto al origen de coordenadas Estas tienen la forma T (x, y) =

( −1 0
0 −1

)(
x
y

)

(0, 0)

En notación compleja T (z) = −z.

4.2.4 Rotaciones alrededor del origen

Las rotaciones alrededor del origen tienen la forma T (x, y) =

(
cos θ − senθ
senθ cos θ

)(
x
y

)

θ

Usando la notación compleja, se tiene que T (z) = k z con k ∈ C, |k| = 1 y arg(k) = θ.
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4.2.5 Expansiones y contracciones al origen

Estas transformaciones afines tienen la forma T (x, y) =

(
r1 0
0 r2

)(
x
y

)

Cuando r1 = r2 = r , es decir, contrae o expande con la misma raón en todas las direcciones,
usando la notación de números complejos, se tiene que T (z) = r z.

4.2.6 Similitudes

Una similitud es una composición de transformaciones afines como las vistas antes. Tiene la

forma particular siguiente T (x, y) =

(
r cos θ −r senθ
r senθ r cos θ

)(
x
y

)
+

(
e
f

)
o bien T (x, y) =(

r cos θ r senθ
r senθ −r cos θ

)(
x
y

)
+

(
e
f

)
. Para el caso complejo T (z) = a z + b, con a, b ∈ C,

que produce una rotación dada por θ = arg(a), una expansión o contracción dada por |a|, y una
traslación dada por b.

4.3 Sistema de Funciones Iteradas

Volviendo al caso de una transformación af́ın del plano en si mismo

T (x, y) = (ax+ by + e, cx+ dy + f)

donde a, b, c, d, f son números reales. Decimos que T es contractiva si sus coeficiente a, b, c y d
satisfacen la condición |ad− bc| < 1 llamada condición de contractividad.

Veamos como utilizando transformaciones afines contractivas podemos producir la curva de
Koch.

Consideremos el cuadrado unitario (cuadrado de lado 1) Q , con un vértice en el origen.
Aplicamos a Q la transformación af́ın contractiva T1(x, y) =

(
1
3x,

1
3y
)

y obtenemos el cuadrado
Q1 , de lado 1

3 . Enseguida al cuadrado Q le aplicamos la contracción T1 obteniendo el cuadrado
Q1 al cual le aplicamos una rotación en 60o en el sentido positivo (antihorarios) obteniendo un
cuadrado Q̃2 , enseguida le aplicamos a Q̃2 la traslación Trasl(x, y) = (x + 1

3 , 0) (trasladamos
a lo largo del eje x,) y obtenemos el cuadrado Q2 , es decir, aplicamos a Q la transformación

af́ın T2(x, y) =
(√

3
6 x+ y

6 + 1
3 ,− 1

6x+
√
3
6 y
)

. Aplicamos al cuadrado Q la transformación af́ın

T3 que hace lo siguiente: contrae Q al cuadrado de lado 1
3 , es decir, obtenemos Q1 , luego

aplicamos una rotación en 120o en el sentido positivo, obteniendo el cuadrado Q̃3 , finalmente
aplicamos la traslación en 2

3 a lo largo del eje x , y obtenemos el cuadrado Q3 , es decir, aplicamos

a Q la transfomación af́ın T3(x, y) =
(

x
6 +

√
3
6 y + 2

3 ,−x
6 +

√
3
6 y
)

. Finalmente, aplicamos a Q la

transformación T4(x, y) =
(
x
3 + 2

3 ,
y
3

)
, que lo contrae al cuadrado Q1 y que lo traslada a lo largo

del eje x al punto de coordenadas (23 , 0) .
Combinando, primero aplicamos T1 , después T2 , después T3 y finalmente T4 , a Q , aplicamos

ala figura resultante T1 , T2 , T3 y T4 (en cualquier orden), y aśı sucesivamente. Garantizamos
que el resultado final es la curva de Koch.

La pregunta es ¿cómo implementar el proceso anterior en un computador? En principio esto
no seŕıa fácil, pero se tiene el siguiente resultado.
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Sea {T1, T2 , . . . , Tn} una colección de transformaciones afines contractivas del plano en si
mismo, con factor de contracción r1, r2, . . . , rn , respectivamente. Sea (x0, y0) un punto arbitrario.
Denotemos por σ(1) , σ(2), . . . , σ(n) elecciones arbitrarias y aleatorias de los ı́ndices 1, . . . , n de
las transformaciones afines. Entonces la sucesión de puntos (xk, yk) del plano obtenidas como
sigue

(x1, y1) = Tσ(1)(x0, y0) , (x2, y2) = Tσ(2)(x1, y1) , (x3, y3) = Tσ(3)(x2, y2) , . . .

después de despreciar sus primeros, digamos 100 elementos, llena una región del plano que corre-
sponde a la figura “fractal” que se deseada generar, esta figura es llamada el atractor del sistema
de funciones iteradas (IFS). El sentido de figura fractal en este caso corresponde al hecho que, en
general, el borde geométrico (cuando ella tiene puntos interiores) de la figura o ella misma es una
curva fractal.

Veamos cual seŕıa el algoritmo computacional a implementar. Daremos el algoritmo en un
pseudo-lenguaje, para que pueda ser adaptado a cualquier lenguaje computacional que se desee
usar.

1. Ingrese los coeficientes ai, bi, ci, di, ei, fi de las transformaciones afines contractivas Ti , i =
1, . . . , n .

2. Elija como punto inicial (x0, y0) un punto arbitrario, por ejemplo, (0, 0)

3. Divida el intervalo [0, 1] en n subintervalos I1 = [α0, α1 [ , I2 = [α1, α2[ , . . . , In =
[αn−1, αn] , con α0 = 0 y αn = 1

4. Elija una función random de su computador, normalmente llamada rnd.

5. Si rnd pertenece a Ij , es decir, si αj−1 ≤ rnd ≤ αj , aplique la transformación Tj al punto
(x0, y0) obteniendo un nuevo punto (x1, y1) , el cual se renombra nuevamente por (x0, y0) ,
y vuelva al paso 4. Después de aplicar, digamos 100 veces esta rutina, permita a su rutina
pasar al paso 6 siguiente.

6. Grafique el punto (x0, y0) obtenido en el paso 5, pintándolo de color j (j dado por el paso
5) y repita los pasos 4 y 5. (Normalmente los computadores, de acuerdo a la tarjeta gráfica
que poseen aceptan colores entre 0 y 16 (sistema VGA) o entre 0 y 255 (sistema super VGA)
o entre 0 y 15999. Cuando considere que la figura que desaba generar ya tiene una textura
deseable, detenga el programa.

Repitiendo este algoritmo una cantidad razonable de veces obtendrá una figura en su pantalla,
la cual por lo general resulta bonita.

Ejemplos de sistemas de transformaciones afines contractivas.

4.3.1 Ejemplos

1. Conjunto de Cantor

Consideremos las transformaciones afines contractivas T1, T2 : R −→ R definidas por T1(x) =
x

3
y T2(x) =

x

3
+

2

3
, respectivamente. Sea K ⊆ R un conjunto cerrado y acotado no vaćıo

de la recta. Entonces, definiendo T (K) = T1(K) ∪ T2(K) = {Ti(x) : x ∈ K, i = 1, 2} , se
tiene que

T (K) =
1

3
K ∪

(
1

3
K +

2

3

)

aqúı αK significa el conjunto αK = {αx : x ∈ K} y αK + β = {αx+ β : x ∈ K}
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Aplicando T al resultado obtenido, tenemos

T 2(K) = T (T (K)) = T

(
1

3
K ∪

(
1

3
K +

2

3

))

= T

(
1

3
K

)
∪ T

(
1

3
K +

2

3

)

=
1

9
K ∪

(
1

9
K +

2

9

)
∪
(

1

9
K +

2

3

)
∪
(

1

9
K +

8

9

)
.

Repitiendo el proceso de aplicar T al resultado obtenido en el paso anterior, tenemos

T n+1(K) = T (T n(K)) =

(
1

3
T n(K)

)
∪
(

1

3
T n(K) +

2

3

)
.

Por ejemplo, tomando K = [0, 1] , nos queda

.............................................................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................. .................................................................................................

.............................................................................................................................................
.....
..............

.................................................................................................................................................. .........
.....

T1 T2

0 1

0 1
3

2
3 1T ([0, 1])

................................ ................................ ................................ ................................

........................................................................................................................
....
............
..

..........................................................................................................................
..
..........
....

........................................................................................................................
....
............
..

........................................................................................................................
..
..........
....

0 1
9

2
9

3
9

6
9

7
9

8
9 1

T 2([0, 1])

T1 T2 T1 T2

...

Ahora, si tomamos K = [−2, 0] , nos queda

T (K) = [− 2
3 , 0] ∪ [ 0, 23 ]

T 2(K) = [− 2
9 , 0] ∪ [0, 29 ] ∪ [− 4

9 ,
2
3 ] ∪ [− 2

3 ,
8
9 ]

...

.................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................−2 0
......................................................................................................................................................................................................................

− 2
3

2
3

.......................................................................

− 2
9

.......................................................................
8
9

...
....................................................................... .........................................................................

0 1...

y en ambos casos vemos que los conjuntos de T n(K) tienden al conjunto de Cantor clásico,
es decir, el cojunto de Cantor es el atractor del sistema de funciones iteradas T1 y T2
anteriores.

El conjunto de Cantor también puede ser considerado como el atractor de un sistema de
funciones iteradas del plano en si mismo, para ellos basta considerar las transformaciones
afines contractiva T1(x, y) =

(
1
3x,

1
2y
)

y T2(x, y) =
(
1
3x+ 2

3 ,
1
2y
)

.
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2. Producto de Conjuntos de Cantor

Sea 0 < α < 1/2 , definamos las transformaciones afines contractivas

ψ1(x, y) = (α 0
0 α(

x
y

)
, ψ2(x, y) = (α00α)

(
x
y

)
+
(
1−α
0

)
ψ3(x, y) = (α00α)

(
x
y

)
+
(

0
1−α

)
, ψ4(x, y) = (α00α)

(
x
y

)
+
(
1−α
1−α

)
.

El radio de contracción de cada una de estas transformaciones afines es α, con 0 < α < 1/2 .
El atractor de este IFS lo denotamos por Kα y es un conjunto de Cantor igual al producto
cartesiano de dos conjuntos de Cantor en la recta cuando α = 1

3 . El caso ĺımite es cuando
α = 1

2 , en cuyo caso el atractor es el cuadrado unitario del plano.

Kα con α = 1
3

Con otros valores de α obtenemos otras figura, por ejemplo

Kα con α = 1
4

3. Triángulo de Sierpinski

Comencemos con un triángulo T , por ejemplo, el triángulo equilátero con vértices en v1 =
(0, 0) , v2 = (2, 0) y v3 = 1+

√
3 i = (1,

√
3). Los puntos medios de los tres lados son u3 = 1 ,

u2 = 1+
√
3 i

2 y u1 = 3+
√
3 i

2 . Existen tres triángulos equiláteros en cada vértice vj , T1 con
vértice {v1, u2, u3} , T2 con vértices {v2, u1, u3} , y T3 con vértices {v3, u1, u2} . Definimos
tres transformaciones afines, {w1, w2, w3} con las condiciones w1(T ) = T1 , w2(T ) = T2 , y
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w3(T ) = T3 , que fijan los vértices vj y preservan la orientación, es decir, se tiene det(Ti) > 0
para i = 1, 2, 3 . Por ejemplo, w1(v1) = v1 , w1(v2) = u3 y w1(v3) = u2 . Cada wj tiene

factor de contracción igual a
1

2
, y las fórmulas para cada una de ellas son: w1(z) =

1

2
z ,

w2(z) =
1

2
z + 1 , y w3(z) =

1

2
z +

1 +
√

3i

2
, donde z ∈ C . Matricialmente, ellas son dadas

por

w1(x, y) =

(
0.5 0
0 0.5

)(
x
y

)
, w2(x, y) =

(
0.5 0
0 0.5

)(
x
y

)
+

(
1
0

)

w3(x, y) =

(
0.5 0
0 0.5

)(
x
y

)
+

(
0.5√

3
2

)
.

La siguiente figura muestra la primera etapa de la construcción del triángulo de Sierpinski,
T , y sus imágenes por las transformaciones w1, w2 y w3

........................................................................................................................................................................................................................................................................................................
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
..........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
..........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........................................................................................................................................................................................................................................................................................................

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
..........

...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
..........
...........
...........
...........
..........................................................................................................................................................

w1(T ) w2(T )

w3(T )

Primera etapa en la construcción del triángulo de Sierpinski

El triángulo de Sierpinski es el atractor del IFS, {w1, w2, w3} y una imagen de este se muestra
en la figura abajo

El hecho que no importa el conjunto inicial que elijamos para comenzar las iteraciones y
obtener finalmente el atractor del IFS es demostrado en la generación del triángulo de Sier-
pinski, usando como inicio primero un disco, enseguida un dinosaurio y finalmente un gato
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Sierpinski obtenido comenzando con un disco y despues con un dinoaurio

4. Curva de Koch

Consideremos las transformaciones afines wj(z) = ajz + bj , donde z ∈ C y aj , bj ∈ C , son
constantes y j ∈ {1, 2, 3, 4} . Queremos transformar el intervalo unitario I = [0, 1] en la
siguiente figura mediante transformaciones afines wj

............................................................................................................................................... ..........................................................................................................................................................
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
.....................................................................................................................................................................................................................................................................................................

w1(I)

w2(I) w3(I)

w4(I)0 1
3

2
3 1

3+
√
3 i

6

Conociendo la localización de las imágenes de dos puntos podemos determinar aj y bj . A
partir de la figura tenemos

w1(0) = b1 = 0 , w2(0) = b2 =
1

3

w1(1) = a1 + b1 =
1

3
, w2(1) = a2 + b2 =

3 +
√

3 i

6

w3(0) = b3 =
3 +

√
3 i

6
, w4(0) = b4 =

2

3

w3(1) = a3 + b3 =
2

3
, w4(1) = a4 + b4 = 1 .

Podemos resolver esas ecuaciones para encontrar aj y bj . Otra forma es observar que
cada pedazo tiene longitud 1

3×(longitud del intervalo I ). Luego, el factor de contracción
es 1

3 ; para encontrar aj sólo necesitamos encontrar la rotación producida. La constante
bj es siempre la imagen de 0. Un cálculo muestra que w1(z) = 1

3 z , w2(z) = 1
3 e

iπ3 z + 1
3 ,

w3(z) = 1
3 e

−iπ3 z + 3+
√
3 i

6 , y w4(z) = 1
3 z + 2

3 , donde eα+iβ = eα(cos(β) + i sen(β)) es la
exponencial compleja clásica.
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Matricialmente, las transformaciones wj ( j = 1, 2, 3, 4 ) son dadas por

w1(x, y) =

(
1/3 0
0 1/3

)(
x
y

)

w2(x, y) =

(
1/6 −√

3/6√
3/6 1/6

)(
x
y

)
+

(
1/3
0

)

w3(x, y) =

(
1/6

√
3/6

−√
3/6 1/6

)(
x
y

)
+

(
1/2√
3/6

)

w4(x, y) =

(
1/3 0
0 1/3

)(
x
y

)
+

(
2/3
0

)
.

El atractor de este sistema de funciones iteradas es la curva de Koch.

Curva de Koch

Pequeños pedazos de la curva de Koch, K , son obtenidos combinando varias de las transfor-
maciones wj . Cada wi(K) es un tercio del tamaño de K , luego cada conjunto wi(wj(K))
tiene tamaño igual a un noveno del tamaño de K . También K esta formado por todos los
pedazos wi(wj(K)) para todos los ı́ndices i, j ∈ {1, 2, 3, 4}. Pedazos cada vez más pequeños
son obtenidos aplicando más y más veces las transformaciones wj (j = 1, 2, 3, 4 ), por ejem-
plo, wa1 ◦ wa2 ◦ · · · ◦ wan(K) , donde cada sub́ındice ai ∈ {1, 2, 3, 4} . Este pedazo tiene

diámetro igual a
1

3n
× (diámetro de K). Cuando n→ ∞ esos pedazos cada vez más y más

pequeños y convergen a un sólo punto de K . Luego, si llamamos a {1, 2, 3, 4} el espacio de
códigos, a cada sucesión α = {a1, a2, a3 . . .} en el espacio de códigos le corresponde un punto
z(α) en la curva de Koch. Algunos puntos de la curva de Koch corresponden a dos elemen-
tos distintos del espacio de códigos, esto es, existen sucesiones α �= β con z(α) = z(β) . En
general, la mayoŕıa de los puntos corresponde exactamente a una única sucesión del espacio
de códigos, mientras que una cantidad numerable corresponde a dos sucesiones distintas.

Un análisis similar al anterior, usando un espacio de código de dos elementos {1, 2} para el
conjunto de Cantor se puede ver que a cada sucesión α = {a1, a2, . . .} , donde ai ∈ {1, 2} ,
le corresponde un único punto del conjunto de Cantor y rećıprocamente, cada punto del
conjunto de Cantor determina una única sucesión α en el espacio de códigos.

Queda a cargo del lector hacer un análisis como el anterior para el triángulo de Sierpinski.

5. Curva de Keisswetter

Consideremos las transformaciones afines contractivas w1 , w2 , w3 , w4 del plano en si
mismo dadas por

w1(x, y) =
(
1
4 0

0 − 1
2(

x
y

)
, w2(x, y) =

(
1
400 1

2

) (
x
y

)
+
( 1

4

− 1
2

)
w3(x, y) =

(
1
400 1

2

) (
x
y

)
+
( 1

2
0

)
, w4(x, y) =

(
1
400 1

2

) (
x
y

)
+
( 3

4
1
2

)
.
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El atractor de este IFS es conocido como curva de Kiessweitter

Curva de Keissweiter

Es claro que {wi : i = 1, . . . , 4} es un IFS, donde cada transformación af́ın tiene factor de
contractividad si = 1

2 , i = 1, . . . , 4 .

Actividad. Describir el efecto geométrico que tiene cada una de las transformaciones usadas
para generar la curva de Keisswetter cuando las aplicamos al cuadrado unitario.

6. Araucaria

El atractor del siguiente IFS genera una figura que podŕıamos llamar araucaria, en honor al
insigne y milenario árbol.

w1(x, y) =

(
0 0
0 0.5

)(
x
y

)
, w2(x, y) =

(
0.02 −0.28
0.15 0.2

)(
x
y

)
+

(
0

1.5

)

w3(x, y) =

(
0.02 0.28
0.15 0.2

)(
x
y

)
+

(
0

1.5

)
, w4(x, y) =

(
0.75 0

0 0.5

)(
x
y

)
+

(
0

4.6

)

Araucaria

7. s–atractor

Sean w1, w2 : C → C dadas por w1(z) =
(
s+ i

2

)
z̄ , w2(z) =

(
s− i

2

)
(z̄ − 1) + 1 , donde

s ∈ R , con 0 < s < 1
2 . En notación matricial, tenemos

w1(x, y) =

(
s 1

2
1
2 −s

)(
x
y

)
y w2(x, y) =

(
s − 1

2− 1
2 −s

)(
x
y

)
+

(
1 − s

1
2

)
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s–atractor s = 0.3 s–atractor s = 0.35

s–atractor s = 0.4 s–atractor s = 0.45

8. a–atractor

Para 0 < a < 1 consideremos las siguientes familias w1, w2 : R2 → R2 dependientes del
parámetro a ,

w1(x, y) =

(
a a
−a a

)(
x
y

)
y w2(x, y) =

(
a a
a −a

)(
x
y

)
+

(
a
−a

)
.

a–atractor s = 0.45 a–atractor s = 0.5

9. Helecho. El siguiente IFS genera una figura conocida con el nombre de helecho (fern)

w1(x, y) =

(
0 0
0 0.16

)(
x
y

)
+

(
0.203
−0.035

)

w2(x, y) =

(
0.2 0.26

−0.23 0.22

)(
x
y

)
+

(
0.173
1.628

)

w3(x, y) =

( −0.15 −0.28
−0.26 0.24

)(
x
y

)
+

(
0.222
0.465

)

w4(x, y) =

(
0.85 −0.04
0.04 0.85

)(
x
y

)
+

(
0.029
1.597

)



Sergio Plaza 34

Helecho

Esta figura fue una de las primeras, por no decir, la primera, de donde se gestó la idea de usar
los IFS para comprimir imágenes, proceso conocido como compresión fractal de imágenes (del
inglés, fractal image compression)

10. La siguiente figura

es generada por el IFS {w1, w2} , donde w1(x, y) =

(
1
2

√
3
6√

3
6 − 1

2

)(
x
y

)
y w2(x, y) =(

2
3 0
0 −2

3

)(
x
y

)
+

(
1
3
0

)
.

11. La siguiente figura es generada por el IFS {w1, w2} dado por

w1(x, y) =

(
0.3 0.3
0.3 −0.3

)(
x
y

)
y w2(x, y) =

(
0.82 0

0 −0.82

)(
x
y

)
+

(
0.18

0

)
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Cambiar esta figuras, esta mal, colocar la figura correcta

12. Familia de Dragones

Las imágenes generadas por la siguiente familia de contracciones son comunmente llamados

dragones, por su similitud con aquellos de los grabados chinos, S±(x, y) =

(
a11 a12
a21 a22

)(
x
y

)
+( ±1

0

)
, donde |aij | < 1

Dragón

13. Fractales y representación de números complejos

En el caso de números reales, dado b ∈ R , con |b| > 1 , podemos escribir cada número real en
base b . Esto mismo puede ser hecho para el caso de números complejos, es decir, podemos
escribir los números complejos en la forma

z =

n∑
j=0

αjzj +

−1∑
j=−∞

βjzj ,

donde los coeficientes pertenecen a un conjunto finito D ⊂ C, D = {α1, . . . , αk, β1, . . . , β�},
llamado conjunto de d́ıgitos. (Esto será estudiado con mśa detalles en una sección posterior.)

Si sólo consideramos la parte fraccionaria
∑−1

j=−∞ βjzj de la representación anterior, pode-
mos obtener figuras fractales interesantes, estas vienen dadas através de las transformaciones
afines contractivas complejas

ωk : C → C , dadas por ωk(z) = s−1z + (k − 1)s−1 ,
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donde k = 1, 2, . . . , n2 + 1 , con s = −n+ i , n > 0 . Matricialmente las transformaciones ωj

son dadas por

ωk(x, y) =

⎛
⎝ − n

n2+1
1

n2+1

− 1
n2+1 − n

n2+1

⎞
⎠
⎛
⎝ x

y

⎞
⎠+

⎛
⎝ − (k−1)n

n2+1

− k−1
n2+1

⎞
⎠

k = 1, . . . , n2 + 1 .

Por ejemplo,

Fracciones con b = 2− i y D = {0, 1, 2, 3, 4} Fracciones de Eisenstein

El lector puede experimentar con este tipo de matrices utilizando el programa fractsp.

4.4 Curvas Fractales

4.4.1 Nota Histórica

Las primeras construcciones de, tal vez, los más clásicos ejemplos de fractales conocidos se remontan
al siglo XIX y corresponden a curvas continuas que no poseen tangente en cada punto ([12]). Estas
curvas fueron construidas para mostrar que una afirmación evidente a nuestros ojos es falsa

“el gráfico de una función continua posee tangente bién definida en todos, salvo quizás, un
número finito de sus puntos”

En 1806, A. -M. Ampère dió por primera vez una “prueba” de la afirmación anterior. Esta
prueba, ciertamente errónea apareció en varios textos de estudio, por ejemplo, Duhamed (1856) y
J. Bertrand (1864). Otra demostración, también errónea fué dada en 1855 por M. E. Lemarle. En
1872, Ph. Gilbert intenta mejorar las lagunas de la prueba de Lemarle, cosa curiosa, él conoćıa
un ejemplo dado por Hankel en 1870 el cual refutaba la afirmación. En 1873, H. -A. Schwarz dió
un ejemplo que convenció a Gilbert de la imposibilidad de dar una demostración correcta a esa
afirmación tan amplia.

Según K. Weierstrass (1872), B. Riemann habŕıa sido el primero en afirmar su convicción
contraria a la afirmación hecha más arriba, esto alrededor de 1861. Para mostrarlo exhibió una
función continua cuya gráfica no tiene tangente bién definida en todos sus puntos. Este ejemplo,
como veremos más adelante no es correcto. Por otra parte, el mismo Weierstrass propone un
ejemplo similar en 1872 (esta vez correcto).

Los ejemplos de Riemann y de Weierstrass son de carácter anaĺıtico, es decir, se tiene una
fórmula expĺıcita para la función. En general dichas fórmulas son expresadas en términos de series
de funciones, lo cual hace dif́ıcil comprender geométricamente la razón por la cual sus gráficos no
poseen tangentes bién definidas en la mayoŕıa (en algún sentido) de los puntos.
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4.4.2 Función de Weierstrass y función de Riemann

El problema de la existencia de una función continua cuyo gráfico no tiene tangente bien definida
en cada uno de sus puntos fué, como se indicó, resuelto por Weierstrass considerando la función

W (x) =

∞∑
n=0

bn cos (anπx) ,

donde a es un entero impar, 0 < b < 1 , y ab > 1 +
3π

2
. Weierstrass probó que el gráfico de W (x)

no tiene tangente bien definida en cada uno de sus puntos. Por otra parte, Hardy [18] probó que
el gráfico de W (x) no tiene tangente bien definida en cada uno de sus puntos cuando 0 < b < 1 ,
a > 1 y ab ≥ 1 .

Actualmente, se sabe que para la mayoŕıa, en un sentido matemático bien definido, de las
funciones continuas sus gráficos no tienen tangentes bien definida en cada uno de sus puntos.
Ejemplos expĺıcitos de tales funciones son dif́ıciles de dar. Las siguientes figuras muestran gráficos
de la función Wk(x) =

∑k
n=0 b

n cos (anπx) para x ∈ [0, 2π] y k = 1, 2, 3, 4, y k = 10 . Note que
Wk(x) → W (x) cuando k → ∞ , y que a medida que k crece el gráfico de la correspondiente
función Wk(x) presenta cada vez más puntos en los cuales se tiene una punta y no puede tener
tangente bien definida ah́ı.

W1(x) W2(x)

W3(x) W4(x)

W10(x)

El ejemplo propuesto por Riemann para refutar la afirmación anterior es la función siguiente,

R(x) =
∞∑
n=1

sen
(
n2πx

)
n2

conocida actualmente con el nombre de función de Riemann. Las siguientes figuras muestran

algunas gráficas de las funciones Rk(x) =
∑k

n=1

sen(n2πx)
n2 para x ∈ [0, 2π] y k = 1, 2, 3 y
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k = 10 . Note que Rk(x) → R(x) cuando k → ∞ , y que a medida que k crece el gráfico de la
correspondiente función Rk(x) presenta cada vez más puntos en los cuales se tiene una punta y
no puede tener tangente bien definida ah́ı.

R1(x) R2(x)

R3(x) R10(x)

Weierstrass intentó, sin éxito, probar que el gráfico de R(x) no tiene tangente bien definida en
cada uno de sus puntos, y esto lo llevóa formular su propio ejemplo, la función W (x). En 1916,
Hardy probó que que el gráfico de R(x) no tiene tangente bien definida en los puntos irracionales,
aśı como también en los puntos racionales de la forma 2p/(4q+ 1) y (2p+ 1)/(4q+ 2) , ver [18].
Por otra parte, J. Gerver [17] probó que R(x) tiene tangente bien definida en los puntos de la forma
(2p+ 1)/(2q+ 1) y no tiene tangente bien definida en los puntos de la forma (2p+ 1)/2n , n ≥ 1 .
Finalmente, sólo en 1972, Smith consiguió dar una respuesta completa al problema, mostrando que
R(x) no tiene tangente bien definida en los restantes casos.

4.4.3 Curvas de Takagi

La siguiente curva fué introducida por Takagi como un ejemplo de una función continua cuyo
gráfico no tiene tangente bien definida en cada uno de sus puntos. La ecuación de esta curva es
dada por

T̃ (x) =

∞∑
k=0

d(2kx)

2k

donde d(x) es la distancia de x al entero más próximo.

curvas de las funciones x �→ d(2k)

2k
Gráfica de T̃ (x)

La relación T̃ (x) = d(x) + T̃ (x)
2 muestra que la curva T̃ (x) para x entre 0 y 1 es el atractor

del IFS {f1, f2} , donde f1(x, y) =

(
1
2 0
1
2

1
2

)(
x
y

)
y f2(x, y) =

(
1
2 0

− 1
2

1
2

)(
x
y

)
+

(
1
2
1
2

)
.
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Llamamos B al atractor. La siguiente figura muestra B = f1(B) ∪ f2(B) y B = f2
1 (B) ∪ f1 ◦

f2(B) ∪ f2 ◦ f1(B) ∪ f2
2 (B)

B = f1(B) ∪ f2(B) B = f2
1 (B) ∪ f1 ◦ f2(B) ∪ f2 ◦ f1(B) ∪ f2

2 (B)

Algunas variaciones de esta curva de Takagi son dadas a continuación. Vale la pena indicar que
no en todos los casos, la curva obtenida es un fractal, por ejemplo, puede ser una curva regular.

Curva x �→ ∑∞
k=0

d(4k)

4k
Curva x �→ ∑∞

k=0
d(8k)

8k

Curva x 
→∑∞
k=0

d(2k)
4k

Curva x 
→∑∞
k=0

f(2k)
2k

no es fractal donde f(x) = 2d(x)(1 − d(x))

4.4.4 Curva de Levy

La curva de Levy1 es el atractor en el plano de dos similitudes dirigidas de centros distintos A y

B , de razón
√
2
2 , y de ángulos π

4 y −π
4 , respectivamente ( su dimensión fractal es menor o igual

1Paul Lévy (1886–1971), matemático francés.
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que log(2

log(
√
2)

= 2 ). A seguir se muestra las etapas de la construcción de la curva de Levy

¿La figura final le recuerda a un cangrejo?

4.4.5 Curvas de Peano y de Hilbert

Las curvas de Peano y de Hilbert son curvas que llenan el cuadrado unitario del plano.

Para la construcción de la curva de Peano, particionamos el cudrado unitario [0, 1] × [0, 1]
del plano en 9 cuadrados pequeños, todos iguales, numeramos cada uno de esos cuadrados de
modo que dos cudrados sucesivos se tocan por un lado, comenzando por el cuadrado base de la
extrema izquierda y terminamos en el cudrado en la parte derechaizquierda, hay dos posiblidades,
nosotros elegimos el camino vertical. Enseguida, particionamos cada uno de esos 9 cudraditos en
otros 9 cuadrados pequeños iguales, numeramos cada uno de esos 9 cuadraditos de manera que
dos cuadraditos se tocan sólo en un lado, comenzamos por el cuadradito extremos izquierdo en la
base y terminamos en el cudradito superior extremo derecho, el primer cudradito de uno de los
cuadrados de la etapa anterior debe tener un lado en común con el primer cuadrado de la etapa
anterior y el último cuadradito debe tener un lado en común con el cudradito siguiente.

Repetimos indefinidamente el proceso anterior, obteniendo de esa forma la curva de Peano, la
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cual llena todo el cudrado unitario en el plano.

Curva de Peano

Dado un cuadrado ABCD , por ejemplo, A = (0, 0) , B = (1, 0) , C = (1, 1) y D = (0, 1) , la
curva de Peano es la curva atractor del segmento de [AC] asociado a una familia de 9 contracciones,
similitudes de razón 1/3 , transformando el cuadrado grande en los nueve cuadraditos pequeños
que lo componen, donde el cuadrado lleno ABCD es el atractor.

La construcción de la curva de Hilbert es análoga aquella hecha para la curva de Peano.
La curva de Hilbert es la única curva de Peano binaria llenando el cuadrado [0, 1]× [0, 1] y tal

que M(0) = (0, 0) y M(1) = (1, 0) . Ella es definida por el algoŕıtmo siguiente.

1. Particionamos el cudrado [0, 1] × [0, 1] en 4 cuadrados pequeños iguales, numeramos cada
uno de esos cuadraditos de manera que dos cuadraditos sucesivos se tocan por un lado.
Comenzamos por el cuadrado de la base extremo izquierdo, y terminamos por el cuadrado
de la base en el extremo derecho

2. Particionamos cada uno de esos cuadrados en 4 cuadraditos pequeños. Numeramos esos
cuadrados como se muestra en la figura

3. Repetimos el proceso indefinidamente

Curva de Hilbert
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Triángulo de Siepinski, 7
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tales. Actas de Coloquios Nacionales de Sistemas Dinámicos. Ed. Eduardo Stange, Univ. de
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